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Introducci¶on

El objetivo de este trabajo es recopilar los preliminares necesarios para presentar el
Teorema de Riemann-Roch para curvas algebraicas, y su prueba. La importancia de este
teorema radica en la clasi¯caci¶on de dichas curvas, pues relaciona las propiedades de las
curvas de naturaleza puramente algebraica, con las propiedades de naturaleza topol¶ogica.

El material que se expone en esta tesis est¶a basado principalmente en el libro Algebraic
Curves, William Fulton [4], en el que se estudian las curvas algebraicas como introducci¶on
a la geometr¶³a algebraica.

El lector de este trabajo de tesis necesita como prerrequisito, un conocimiento b¶asico
de geometr¶³a algebraica, de resultados importantes y fundamentales en ella, como son el
Teorema de los Ceros de Hilbert, y el Teorema de B¶ezout sobreintersecci¶on de curvas
algebraicas.

Durante el primer cap¶³tulo de esta tesis se desarrollan preliminares algebraicos, y de
geometr¶³a algebraica en general. El segundo cap¶³tulo est¶adedicado al estudio de cur-
vas algebraicas planas, en el que se asocian estructuras algebraicas a dichas curvas, y se
relacionan estas estructuras con las propiedades geom¶etricas de las curvas. Dado que
el Teorema de Riemann-Roch se cumple para curvas con puntos nosingulares, el tercer
cap¶³tulo est¶a dedicado a mostrar que se pueden tomar modelos no singulares de las curvas,
sin perder la informaci¶on algebraica que asociamos en el segundo cap¶³tulo. Por ¶ultimo, el
cuarto cap¶³tulo es la presentaci¶on y demostraci¶on del Teorema de Riemann-Roch.
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Cap¶³tulo 1

Preliminares

1.1. Anillos de Valuaci¶on Discreta

De¯nici¶on 1.1.1. SeaB un dominio entero, K su campo de cocientes. Decimos queB es
un anillo de valuaci¶onde K , si para cadax 2 K no nulo, se tiene quex 2 B o x¡ 1 2 B (o
ambos).

Proposici¶on 1.1.1. Sea B un dominio entero, K su campo de cocientes. SiB es anillo
de valuaci¶on deK , entoncesB es un anillo local.

Demostraci¶on. Seam el conjunto de los elementos que no son unidades deB , de manera
que x 2 m , x = 0 o x¡ 1 =2 B . Si a 2 B y x 2 m se tiene queax 2 m, de lo contrario
(ax) =2 m ) (ax)¡ 1 2 B , y por tanto x¡ 1 = a ¢(ax)¡ 1 2 B ) x =2 m. Ahora, si tomamos
x; y elementos no nulos dem, entoncesxy ¡ 1 2 B o x¡ 1y 2 B , por serB anillo de valuaci¶on
de K . Si xy ¡ 1 2 B entoncesx + y = (1 + xy ¡ 1)y 2 B m µ m, y an¶alogamente six¡ 1y 2 B .
Por lo tanto m es un ideal y por consiguienteB es un anillo local pues fuera dem s¶olo hay
unidades deB . ¥

De¯nici¶on 1.1.2. Sea K un campo. Una valuaci¶on discreta en K es una aplicaci¶on
suprayectiva º : K ¤ ! Z (donde K ¤ = K ¡ f 0g es el grupo multiplicativo de K ) tal
que

1) º (xy) = º (x) + º (y), es decir, º es un homomor¯smo de grupos.

2) º (x + y) ¸ min[º (x); º (y)]

El conjunto formado por el 0 y todas lasx 2 K ¤ tales que º (x) ¸ 0 es un anillo de
valuaci¶on, llamado elanillo de valuaci¶on deº . ¶Este es un subanillo del campoK . Algunas
veces es conveniente extenderº a todo K poniendo º (0) = + 1 .
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2 1.1. ANILLOS DE VALUACI ¶ON DISCRETA

De¯nici¶on 1.1.3. Un dominio entero A es un anillo de valuaci¶on discreta si existe una
valuaci¶on discretaº de su campo de cocientesK , tal que A es el anillo de valuaci¶on deº .

Proposici¶on 1.1.2. Sea A un dominio entero, y K su campo de cocientes. SiA es un
anillo de valuaci¶on discreta, entonces es un anillo local,y su ideal maximalm es el conjunto
f x 2 K j º (x) > 0g

Demostraci¶on. A es un anillo local en virtud de la Proposici¶on 1.1.1. Ahora,observemos
que º (1) = 0 y esto es porque º (1) = º (1 ¢1) = º (1) + º (1) ) º (1) = 0. Veamos
que º (x¡ 1) = ¡ º (x), y esto sucede porque 0 =º (1) = º (xx ¡ 1) = º (x) + º (x¡ 1) lo
cual implica que º (x¡ 1) es el inverso aditivo enZ de º (x) por lo tanto º (x¡ 1) = ¡ º (x).
Como A es anillo de valuaci¶on deº , entonces los elementos deA cumplen º (x) ¸ 0.
As¶³, si u 2 A es una unidad deA, entoncesº (u) y º (u¡ 1) son mayores o iguales a cero.
Dado que º (u) = ¡ º (u¡ 1), y ambos son enteros positivos o iguales a cero, entonces,
º (u) = º (u¡ 1) = 0. Esto es, todas las unidades deA van a dar al 0 bajo º , y viceversa,
todos los elementos que van al cero bajoº son unidades deA. Esto se debe a que siº (x) = 0
con x 2 A entonces 0 =º (1) = º (xx ¡ 1) = º (x) + º (x¡ 1) = 0 + º (x¡ 1) = º (x¡ 1). Como A
es anillo de valuaci¶on discreta, se tiene queº (x¡ 1) = 0 ) x¡ 1 2 A. Esto es,x es unidad
en A. Si de¯nimos m = f x 2 K j º (x) > 0g entonces enA ¡ m s¶olo hay unidades deA
por lo que m es el ideal maximal. ¥

Haremos algunas caracterizaciones de los anillos de valuaci¶on discreta (AVD) en el
siguiente lema.

Lema 1.1.1. SeanA un dominio entero, m su ideal maximal, yK su campo de cocientes.
Si A es un AVD, entonces se cumplen las siguientes a¯rmaciones:

i) Si dos elementosx; y 2 A tienen la misma valuaci¶on, entonces los ideales que generan
son el mismo.

ii) Si I 6= 0 es un ideal deA, entonces existenk 2 N y x 2 I tales queº (x) = k y
º (y) ¸ k 8y 2 I .

iii) A es noetheriano.

iv) El ideal m es principal.

v) Cada ideal no nulo deA es una potencia dem.

Demostraci¶on. La proposici¶on (i ) se debe a que, six; y 2 A tales queº (x) = º (y), entonces
º (xy ¡ 1) = 0, y esto implica que u = xy ¡ 1 es una unidad deA, y por consiguienteshxi = hyi .
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Para la proposici¶on (ii ) tomamos I 6= 0 un ideal de A, y sea = (I ) la imagen de I bajo
º ; como I ½ A entonces= (I ) ½ N, por lo que = (I ) tiene un primer elemento. Seak ese
elemento. Por serº : K ¤ ! Z suprayectiva, entonces9x 2 I tal que º (x) = k. Por la
condici¶on de minimalidad dek tenemos que8y 2 I , º (y) ¸ k. Observemos que9y 2 I
tal que º (y) = k + 1 pues, por ser º suprayectiva, existe un elementoz0 2 A tal que
º (z0) = 1 y entonces tenemos quey = xz0 2 I y º (xz0) = º (x) + º (z0) = k + 1. Con esto,
junto con el inciso (i), concluimos que los ¶unicos ideales distintos de 0 enA son los ideales
mk = f y 2 Ajº (y) ¸ kg, que forman una cadena ¶unicam ¾ m2 ¾ m3 ¾ : : :, y por tanto A
es noetheriano, lo que prueba (iii ).
Demostremos (iv ): Nuevamente, comoº : K ¤ ! Z es suprayectiva,9t 2 A tal que º (t) = 1.
Como esta t no puede ser unidad deA, entoncest 2 m, y t ¡ 1 =2 A y º (t ¡ 1) = ¡ 1. Sea
y 2 m entoncesº (yt ¡ 1) = º (y) ¡ 1 ¸ 0, lo cual implica que yt ¡ 1 2 A. As¶³, y = at para
alg¶un a 2 A, y por lo tanto y 2 hti , entoncesm ½ hti . Como t 2 m ) h ti ½ m, con lo que
hemos mostrado quehti = m.
Por ¶ultimo, como todo ideal no nulo es de la formamk (k ¸ 1), y m = hti entonces, por
inducci¶on, supongamos quemk¡ 1 = htk¡ 1i . Seay 2 mk , entoncesº (y) ¸ k > k ¡ 1. Con
esto y 2 mk¡ 1, lo cual implica que y = atk¡ 1 para alg¶un a 2 A. Tenemos quea no puede
ser unidad deA. De lo contrario º (y) = º (atk¡ 1) = º (tk¡ 1) = ( k ¡ 1)º (t) = k ¡ 1, lo cual
contradice queº (y) > k ¡ 1. Por tanto a 2 m lo que nos dice quea = a0t con a0 2 A. Esto
es,y = a0tk , esto implica quemk = htk i = mk . Con lo cual (v) queda demostrado. ¥

Corolario 1.1.1. Si A es un AVD, entoncesA es un Dominio de Ideales Principales.

Demostraci¶on. Por el Lema 1.1.1, sabemos que todo ideal no nulo deA es potencia del
ideal m, y tambi¶en quem es principal, por tanto, si m = hti con t 2 A, entonces claramente
htn i = mn . ¥

Lema 1.1.2. Si t es un elemento deA que va a dar al 1 bajoº , entonces para cualquier
elemento z 2 A no nulo, podemos escribir de modo ¶unicoz = utn con n ¸ 0 y u una
unidad en A.

Demostraci¶on. Supongamos quez es unidad enA, entonces hacemosz = zt0. Supong-
amos ahora quez no es unidad, entoncesz = z1t para alg¶un z1 2 A. Si z1 es unidad,
aqu¶³ terminamos la prueba, si no, tenemos quez1 = z2t para cierto z2 2 A. Continuando
de esta manera, obtendremos una sucesi¶on in¯nitaz1; z2; : : : con zk = zk+1 t. Como A es
noetheriano, la cadenahz1i ½ hz2i ½ : : : se estaciona. Esto es,hzn i = hzn+1 i para un cierto
n. Entonceszn+1 = vzn para alg¶un v 2 A, y por lo tanto zn = vtzn ) vt = 1, pero t no es
unidad, lo que nos hace concluir que no podemos formar dicha cadena y por tanto z = utn

con u unidad en A y n > 0.



4 1.1. ANILLOS DE VALUACI ¶ON DISCRETA

Para mostrar la unicidad, supongamos queutn = vtm con u; v unidades enA, y sin p¶erdida
de generalidad supongamos quen ¸ m. Entonces utn¡ m = v es unidad, pero comotk no
es unidad para ninguna potenciak > 0, entoncesn = m. ¥

De¯nici¶on 1.1.4. Un elemento t como en el Lema 1.1.2 se denominapar¶ametro de uni-
formizaci¶on de A.

Sean t y t0 par¶ametros de uniformizaci¶on, entoncesht0i = m = hti . En virtud del
Lema 1.1.2 tenemost0 = utn con u unidad en A y n entero no negativo, por lo tanto
ht0i = htn i = mn . Pero ht0i = m por lo que n = 1 y entonces t0 = ut. Con esto tenemos la
siguiente observaci¶on.

Observaci¶on 1.1.1. Cualesquiera dos par¶ametros de uniformizaci¶on deA son asociados.

Lema 1.1.3. Sean A un AVD, K su campo de cocientes, yt un par¶ametro de uni-
formizaci¶on ¯jo. Entonces todo elemento no nulo z 2 K se puede escribir de manera
¶unica en la forma z = utn , donde u es unidad enA y n 2 Z.

Demostraci¶on. Por el Corolario 1.1.1 sabemos queA es un Dominio de Ideales Principales,
entoncesA es un Dominio de Factorizaci¶on¶Unica (DFU). Sea z 2 K un elemento no nulo,
entoncesz = ab¡ 1 con a; b 2 A sin factores comunes. Supongamos que tambi¶en se tiene
z = cd¡ 1 con c; d 2 A tambi¶en sin factores comunes, entonces debe pasar quead = bc. Por
un lado esto nos dice queb j ad pero b - a, y esto implica queb j d. Esto esb = de con e 2 A.
Por otro lado tenemos tambi¶en quea j bc. Como a - b, debe tenerse quec j a. Esto es,
a = cf con f 2 A. Tenemos entonces que,cd¡ 1 = z = ab¡ 1 = ( cf )(de)¡ 1 = ( cd¡ 1)( fe ¡ 1).
Dado queA es DFU entonces,cd¡ 1 = ( cd¡ 1)( fe ¡ 1). Esto es, fe ¡ 1 = u con u unidad en A.
Por el Lema 1.1.2 sabemos que todo elemento no nulo deA lo podemos escribir como
una potencia del par¶ametro de uniformizaci¶on multiplicado por una unidad, entoncesz =
ab¡ 1 = ( ut l )(vtm )¡ 1 = wt l ¡ m , donde u; v; w son unidades enA, w = uv¡ 1 y n = l ¡ m 2
Z. ¥

De¯nici¶on 1.1.5. Sean A un AVD, K su campo de cocientes,t un par¶ametro de uni-
formizaci¶on ¯jo y z 2 K un elemento no nulo. Al exponenten del Lema 1.1.3 se le llama
orden de z y lo denotamosn = ord(z). De¯nimos tambi¶en ord(0) = 1 .

Observaci¶on 1.1.2. Con el orden de¯nido en la De¯nici¶on 1.1.5, tenemos queA = f z 2
K j ord(z) ¸ 0g y m = f z 2 K j ord(z) > 0g.

Con todo lo estudiado hasta el momento, hemos llegado a una forma sencilla de carac-
terizar a los Anillos de Valuaci¶on Discreta (AVD), como mostramos en la siguiente proposi-
ci¶on.
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Proposici¶on 1.1.3. Las siguientes a¯rmaciones son equivalentes:

i) A es un Anillo de Valuaci¶on Discreta.

ii) A es un anillo local noetheriano, y su ideal maximalm es principal.

iii) Existe un elemento irreducible t 2 A tal que cadaz 2 A no nulo se puede escribir de
modo ¶unico en la formaz = utn , con u unidad en A, n un entero no negativo.

Demostraci¶on. La Proposici¶on 1.1.2, y el Lema 1.1.1 nos indican que (i ) ) (ii ); el Lema
1.1.2 nos demuestra (ii ) ) (iii ). Por ¶ultimo, si tomamos la funci¶on de orden como en la
De¯nici¶on 1.1.5, entoncesord : K ¡! Z [ f1g nos da una una valuaci¶on discreta, lo que
muestra que (iii ) ) (i ). ¥

Ejemplo 1.1.1. Los dos ejemplos t¶³picos de Anillos de Valuaci¶on Discreta son:

1) K = Q. Tomando un primo ¯jo p, entonces cadax 2 Q no nulo se puede escribir de
manera ¶unica en la formapay, donde a 2 Z y tanto numerador como denominador
de y son ambos primos relativos conp. Se de¯neº p(x) = a. El anillo de valuaci¶on de
º p es el anillo localZhpi .

2) K = k(X ), donde k es un campo yX una indeterminada. Se toma un polinomio
irreducible f 2 k[X ] y se de¯ne º f como en 1). El anillo de valuaci¶on deº f es
entonces el anillo local dek[X ] respecto al ideal primohf i .

Proposici¶on 1.1.4. SeaR un AVD con campo de cocientesK , y M el ideal maximal de
R. Si S, es otro AVD, cuyo ideal maximal contiene aM , y R ½ S ½ K , entoncesS = R.

Demostraci¶on. SeaM S el ideal maximal deS, entonces por hip¶otesis tenemos queM ½ M S,
seaz 2 S tal que z =2 R, como z =2 R pero z 2 K entoncesz¡ 1 2 M (porque R es anillo
de valuaci¶on deK ), y por tanto z¡ 1 2 M S, lo cual implica que z 2 K pero z =2 S por ser
S anillo de valuaci¶on deK , lo cual es una contradicci¶on, por lo quez 2 R y por tanto
R = S. ¥

Proposici¶on 1.1.5. Sea R un AVD con campo de cocientesK , y se designa conord, la
funci¶on orden sobreK .

(a) Si ord(a) < ord (b), entoncesord(a + b) = ord(a).

(b) Si a1; : : : ; an 2 K , y para alg¶un i , ord(ai ) < ord (aj ) (todos los j 6= i ), entonces
a1 + : : : + an 6= 0 .
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Demostraci¶on. Comoord(a) < ord (b) entoncesord(a) 6= 1 , con lo cuala 6= 0, pues sia = 0
entoncesord(a) = 1 y como no existez 2 Z tal que 1 < z , y dado queord : K ¤ ! Z es
sobre, entoncesb = 0, por lo que ord(a) = ord(b) = 1 y no se tendr¶³aord(a) < ord (b);
por lo tanto a 6= 0. Ahora, dado que a 6= 0 entonces a¡ 1 2 K ; como ord(a) < ord (b) se
tiene que 0< ord (b) ¡ ord(a) ) 0 < ord (ba¡ 1) y por tanto ba¡ 1 2 R y no es unidad enR,
por tanto ab¡ 1 2 K .

Si b = 0, entoncesord(a + b) = ord(a + 0) = ord(a), y est¶a demostrada la igualdad. En
cambio, supongamosb 6= 0, entoncesord(a+ b)¡ ord(b) = ord((a+ b)b¡ 1) = ord(ab¡ 1+1) =
ord(ab¡ 1)+ ord(1) = ord(ab¡ 1) = ord(a) ¡ ord(b), esto se reduce a queord(a+ b) ¡ ord(b) =
ord(a) ¡ ord(b), por lo tanto ord(a + b) = ord(a).

Para demostrar la segunda parte, tomemos como hip¶otesis unn¶umero ¯nito de elemen-
tos a1; : : : ; an 2 K tal que para algunai se cumple queord(ai ) < ord (aj ) si i 6= j ; entonces,
al igual que en la primera parte de esta demostraci¶on, se tiene queord(ai ) 6= 1 ) ai 6= 0,
supongamos sin p¶erdida de generalidad quea1 es tal queord(a1) < ord (ai ) con i = 2 ; : : : ; n,
y supongamos tambi¶en quea1+ : : :+ an = 0, entonces, al sera1 no nulo, y seab = a2+ : : :+ an

entoncesb = ¡ a1, pero tambi¶en se tiene queord(b) ¸ m¶³nf ord(ai )g > ord (a1), y por la
primera parte de esta proposici¶on, tenemos queord(a1) = ord(a1 + b) = ord(a1 ¡ a1) =
ord(0) = 1 , con lo cual tenemos queord(a1) = 1 , que es una contradicci¶on. Por lo tanto
a1 + : : : + an 6= 0. ¥

Proposici¶on 1.1.6. Sea R un AVD cuyo ideal maximal es M , y campo de cocientesK .
Sup¶ongase que existe un campok subanillo deR, tal que la composici¶onk ! R ! R=M
es un isomor¯smo dek con R=M . Entonces:

(a) Para todo z 2 R, existe un ¶unico ¸ 2 k, tal que z ¡ ¸ 2 M .

(b) Si t es un par¶ametro de uniformizaci¶on paraR, y z 2 R. Entonces para cadan ¸ 0
existen ¸ 0; ¸ 1; : : : ; ¸ n 2 k y zn 2 R ¶unicos, tales quez = ¸ 0 + ¸ 1t + ¸ 2t2 + : : :+ ¸ n tn +
zn tn+1 .

Demostraci¶on. (a): Sea z 2 R y tomemos su clasez + M 2 R=M , como la inclusi¶on
seguida del paso al cociente es un isomor¯smo entrek y R=M , entonces existe un ¶unico
¸ 2 k tal que ¸ + M = z + M , por lo tanto z ¡ ¸ 2 M .

(b): La demostraci¶on de la existencia ser¶a por inducci¶onsobre n, entonces para
n = 0, dado que z 2 R, gracias al inciso (a) tenemos que existe un ¶unico̧ 0 2 k tal
que z ¡ ¸ 0 2 M , por ser t un par¶ametro de uniformizaci¶on, entoncesz ¡ ¸ 0 = z0t con
z0 2 R, entoncesz = ¸ 0 + z0t. Supongamos ahora que la proposici¶on es cierta paran = s,
entonces existen¸ 0; : : : ; ¸ s 2 k y zs 2 R tales que z = ¸ 0 + ¸ 1t + : : : + ¸ sts + zsts+1 ;
como zs 2 R, por el inciso (a) existe un ¶unico¸ s+1 2 k tal que zs ¡ ¸ s+1 2 M , entonces
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zs ¡ ¸ s+1 = zs+1 t con cierta zs+1 2 R, entonceszs = ¸ s+1 + zs+1 t, por lo tanto z =
¸ 0 + ¸ 1t + : : : + ¸ sts + ( ¸ s+1 + zs+1 t)ts+1 = ¸ 0 + ¸ 1t + : : : + ¸ sts + ¸ s+1 ts+1 + zs+1 ts+2 , lo
cual concluye el paso inductivo.

Para demostrar la unicidad: supongamos que existen tal que ¸ 0 + ¸ 1t + : : : + ¸ n tn +
zn tn+1 = z = ¸ 0

0 + ¸ 0
1t + : : : + ¸ 0

n tn + z0
n tn+1 , sea° i = ¸ i ¡ ¸ 0

i , y wn = zn ¡ z0
n , por lo tanto

°0 + °1t + : : : + °n tn + wn tn+1 = 0, donde cada ° i 2 k y wn 2 R. Si ° i = 0 para toda i ,
entonceswn tn+1 = 0, por ser t par¶ametro de uniformizaci¶on, entonceswn = 0, con lo cual
zn = z0

n y ¸ i = ¸ 0
i para toda i , y terminamos.

Ahora haremos el caso en que° i 6= 0 para alguna i . Primero observemos que por estar
° i 2 k, y k »= R=M , si ° i 6= 0, entonces ord(° i ) = 0, pues ° i es unidad; ahora veamos que
ord(wn tn+1 ) = ord(wn ) + ord(tn+1 ) = n + 1 + ord(wn ) ¸ n + 1, pues ord(wn ) ¸ 0 porque
wn 2 R. Supongamos que° i 6= 0 para algunas i , seaA = f ° i 1 ; : : : ; ° i r g ½ f°0; : : : ; °ng
tal que ° i j 6= 0 para toda j , y i j < i j +1 con j = 1 ; : : : ; r ¡ 1, adem¶as° i = 0 si ° i =2 A.
Entonces 0 = ° i 1 t i 1 + : : : + ° i r t i r + wn tn+1 , como ord(° i 1 t i 1 ) = i 1 < i j (j = 2 ; : : : ; r ),
entoncesord(° i 1 t i 1 ) < ord (° i j t i j ) con i j 6= i 1, y tambi¶en ord(° i 1 t i 1 ) · n < n + 1, entonces
ord(° i 1 t i 1 ) < ord (wn tn+1 ), por la Proposici¶on 1.1.5 tenemos que° i 1 t i 1 + : : : + ° i r t i r +
wn tn+1 6= 0, lo cual es una contradicci¶on, por lo tanto ° i = 0 para todo i . ¥
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1.2. Cambio de Coordenadas

Dado un conjunto cualquiera V (no vac¶³o), y k un campo, indicaremos por= (V; k) al
conjunto de todas las funciones deV en k. El conjunto = (V; k) tiene estructura de anillo
con las operaciones usuales: sif; g 2 = (V; k); (f + g)(x) = f (x)+ g(x); (fg )(x) = f (x)¢g(x),
para todo x 2 V . Com¶unmente se identi¯ca k con el subanillo de= (V; k) formado por
todas las funciones constantes.

Denotemos conAn , al espacio af¶³n de dimensi¶onn. A lo largo de esta secci¶on enten-
deremos por variedad, a una variedad algebraica af¶³n.

De¯nici¶on 1.2.1. Si V ½ An es una variedad, una funci¶onf 2 = (V; k) se denomina
funci¶on polinomial si existe un polinomio F 2 k[X 1; : : : ; X n ] tal que f (a1; : : : ; an ) =
F (a1; : : : ; an ) 8 (a1; : : : ; an ) 2 V .

Las funciones polinomiales constituyen un subanillo de= (V; k) que contiene ak. Dos
polinomios F; G determinan una misma funci¶on si y s¶olo si (F ¡ G)(a1; : : : ; an ) = 0 para
todo (a1; : : : ; an ) 2 V , es decir, (F ¡ G) 2 I (V ). Recordemos que el anillo coordenado
para un conjunto algebraicoV ½ An se de¯ne como ¡(V ) = k[X 1; : : : ; X n ]=I (V ). Entonces
podemos identi¯car a ¡( V ) con el subanillo de = (V; k) formado por todas las funciones
polinomiales deV .

De¯nici¶on 1.2.2. SeanV ½ An ; W ½ Am variedades. Una funci¶on' : V ¡! W se
denominaaplicaci¶on polinomial si existen polinomiosT1; : : : ; Tm 2 k[X 1; : : : ; X n ] tales que
' (a1; : : : ; an ) = ( T1(a1; : : : ; an ); : : : ; Tm (a1; : : : ; an )) para todo (a1; : : : ; an ) 2 V .

Una funci¶on ' : V ¡! W induce un homomor¯smo e' : = (W; k) ¡! = (V; k), donde
e' (f ) = f ± ' . Si ' es una aplicaci¶on polinomial, entoncese' (¡( W )) ½ ¡( V ), por lo
tanto e' se restringe a un homomor¯smo (tambi¶en designado pore' ) de ¡( W ) a ¡( V ); y
si f 2 ¡( W ) es la I (W )¡ clase residual de un polinomioF , entonces e' (f ) = f ± ' es la
I (V )¡ clase residual del polinomioF (T1; : : : ; Tm ).

Proposici¶on 1.2.1. SeanV ½ An ; W ½ Am variedades a¯nes. Existe una corresponden-
cia natural uno a uno entre las aplicaciones polinomiales' : V ¡! W y los homomor¯smos
e' : ¡( W ) ¡! ¡( V ). Una tal aplicaci¶on ' es la restricci¶on de una aplicaci¶on polinomial
de An en Am .

Demostraci¶on. Sup¶ongase que® : ¡( W ) ¡! ¡( V ) es un homomor¯smo. Elijamos Ti 2
k[X 1; : : : ; X n ] tales que ®(X i ) = Ti , i = 1 ; : : : ; m y donde X i denota a la I (W )¡ clase
de X i , y Ti denota a la I (V )¡ clase deTi . Entonces T = ( T1; : : : ; Tm ) es una aplicaci¶on
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polinomial de An en Am , que induce eT : ¡( Am ) ¡! ¡( An ), es decir eT : k[X 1; : : : ; X m ] ¡!
k[X 1; : : : ; X n ]. Por lo que tenemoseT(I (W )) ½ I (V ), y por lo tanto que T(V ) ½ W , luego
T se restringe a una aplicaci¶on polinomial' : V ¡! W . Y por la construcci¶on tenemos
que e' = ®. Dado que conocemos la manera de construire' a partir de ' , la demostraci¶on
queda terminada. ¥

Si T = ( T1; : : : ; Tm ) es una aplicaci¶on polinomial deAn en Am , y F 2 k[X 1; : : : ; X m ],
escribiremosF T = F (T1; : : : ; Tm ). Para idealesI y conjuntos algebraicosV de Am , desig-
naremos porI T al ideal dek[X 1; : : : ; X n ] generado porf F T j F 2 I g y por V T al conjunto
algebraicoT ¡ 1(V ) = V (I T ), donde I = I (V ).

De¯nici¶on 1.2.3. Un cambio de coordenadas af¶³nen An es una aplicaci¶on polinomial
T = ( T1; : : : ; Tn ) : An ¡! An tal que cada Ti es un polinomio de grado 1, y queT es
inyectiva y sobre.

Con esta de¯nici¶on podemos escribirTi =
P

aij X j + ai 0, entonces podemos ver aT
como una composici¶on de una transformaci¶on lineal seguida de una traslaci¶on, es decir,
T = T00±T0, donde T0 es de la formaT0

i =
P

aij X j y T00es de la formaT00
i = X i + ai 0.

Como toda traslaci¶on posee una inversa (que es tambi¶en unatraslaci¶on), es claro que
T es inyectiva y supra si y s¶olo siT0 es invertible.

SeanP = ( a1; : : : ; an ) y Q = ( b1; : : : ; bn ) dos puntos distintos de An . La recta deter-
minada por P y Q se de¯ne por

f (a1 + t(b1 ¡ a1); : : : ; an + t(bn ¡ an )) j t 2 kg

Proposici¶on 1.2.2. SeanP; P0 2 A2 y L 1; L 2 dos rectas distintas que pasan porP; L 0
1; L 0

2

dos rectas distintas que pasan porP0. Entonces existe un cambio de coordenadas af¶³nT
de A2 tal que T(P) = P0 y T(L i ) = L 0

i (i = 1 ; 2).

Demostraci¶on. SeanQi 2 L i y Q0
i 2 L 0

i (i = 1 ; 2) puntos en cada recta distintos deP y
P0, entonces

L 1 = P + t1(Q1 ¡ P) y L 2 = P + t2(Q2 ¡ P)

con t i 2 k (i = 1 ; 2), an¶alogamente podemos escribir

L 0
1 = P0+ s1(Q0

1 ¡ P0) y L 0
2 = P0+ s2(Q0

2 ¡ P0)

con si 2 k (i = 1 ; 2).
Supongamos que las coordenadas de cada punto que elegimos son: Q1 = ( b1; b2); Q2 =

(c1; c2); Q0
1 = ( ¯ 1; ¯ 2); Q0

2 = ( °1; °2). Sea T1 el cambio de coordenadas que manda a la
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Figura 1.1: Cambios de coordenadasT1 y T2

terna can¶onicaf (0; 0); (1; 0); (0; 1)g, en la terna f P; Q1; Q2g, dicha T1 la podemos pensar
como T1 = Ax + P, donde

A =
µ

b1 ¡ a1 c1 ¡ a1

b2 ¡ a2 c2 ¡ a2

¶

y x = ( X; Y ) el vector de indeterminadas; an¶alogamente, seaT2 el cambio de coordenadas
que manda a la terna can¶onica en la ternaf P0; Q0

1; Q0
2g, entonces tambi¶enT2 = Bx + P0,

donde

B =
µ

¯ 1 ¡ ®1 °1 ¡ ®1

¯ 2 ¡ ®2 °2 ¡ ®2

¶

Como L 1 6= L 2, entoncesA es invertible, y tambi¶en, dado queL 0
1 6= L 0

2, tambi¶en B resulta
invertible, entonces el cambio de coordenadasT que buscamos, es la composici¶onT2 ±T ¡ 1

1 ,
es decir, comoT ¡ 1

1 = A ¡ 1x ¡ A ¡ 1(P), entoncesT = T2 ±T ¡ 1
1 = B (A ¡ 1x ¡ A ¡ 1(P)) + P0 =

BA ¡ 1x ¡ BA ¡ 1(P) + P0.
Claramente T(P) = P0, como T ¡ 1

1 (Q1) = (1 ; 0) y T ¡ 1
1 (Q2) = (0 ; 1), entonces para

cualquier punto (P + t1(Q1 ¡ P)) 2 L 1 tenemos queT(P + t1(Q1 ¡ P)) = T2(T ¡ 1
1 (P +

t1(Q1 ¡ P))) = T2(T ¡ 1
1 (P) + t1T ¡ 1

1 (Q1) ¡ t1T ¡ 1
1 (P)) = T2((0; 0) + t1(1; 0) ¡ t1(0; 0)) =

P0 + t1Q0
1 ¡ t1P0 2 L 0

1, con lo cual T(L 1) = L 0
1, y un argumento an¶alogo muestra que

T(L 2) = L 0
2. ¥



CAP ¶ITULO 1. PRELIMINARES 11

1.3. Funciones Racionales y Anillos Locales

En adelante, nos referiremos a una variedad algebraica af¶³nirreducible, simplemente
como variedad af¶³n; por tanto, su anillo coordenado siemprelo tomaremos como un dominio
entero.

De¯nici¶on 1.3.1. Sea V una variedad af¶³n, y ¡(V ) su anillo coordenado. De¯nimos el
campo de funciones racionalesde V como el campo de cocientes de ¡(V ), y lo denotamos
con k(V ). Un elemento dek(V ) es unafunci¶on racional de V .

De¯nici¶on 1.3.2. SeaV una variedad af¶³n,P 2 V y f 2 k(V ), diremos quef est¶ade¯nida
en P si para a; b2 ¡( V ), f = a=b, y b(P) 6= 0.

Notemos que puede haber distintas maneras de escribirf como cociente de polinomios;
f estar¶a de¯nida enP si es posible hallar un \denominador"que no se anule enP.

Si ¡( V ) es un DFU, entonces la representaci¶on def ser¶a ¶unica salvo unidades.

De¯nici¶on 1.3.3. SeaP 2 V . De¯nimos el anillo local de V en P, que denotamos con
OP (V ), como el conjunto de todas las funciones racionales sobreV que est¶an de¯nidas en
P

Observaci¶on 1.3.1. Es claro que OP (V ) es un subanillo dek(V ) y que se tienen las
siguientes contenciones:

k ½ ¡( V ) ½ OP (V ) ½ k(V ):

De¯nici¶on 1.3.4. El conjunto de puntos P 2 V en los que la funci¶on racionalf no
est¶a de¯nida se llamaconjunto de polosde f .

Proposici¶on 1.3.1. (1) El conjunto de polos de una funci¶on racional sobreV , es un
subconjunto algebraico deV .

(2) ¡( V ) =
T

P 2 V
OP (V )

Demostraci¶on. (1): SupongamosV ½ An . Para cadaG 2 k[X 1; : : : ; X n ], designemos por
G la clase de equivalencia deG en ¡( V ). Sea f 2 k(V ) y consideramosJf = f G 2
k[X 1; : : : ; X n ] j Gf 2 ¡( V )g. Lo primero que mostraremos es queJf es un ideal de
k[X 1; : : : ; X n ] que contiene aI (V ).
SeanG1 y G2 en Jf , entoncesG1f y G2f est¶an en ¡(V ) y por tanto (G1 + G2)f =
(G1 + G2)f = G1f + G2f que est¶a en ¡(V ), lo cual implica que G1 + G2 2 Jf ;
ahora, seaG 2 Jf y G0 2 k[X 1; : : : ; X n ], entonces G0 2 ¡( V ), observemos que
(G0G)f = ( G0G)f = G0(Gf ) 2 ¡( V ), con lo cual G0G 2 Jf . Que I (V ) ½ Jf es
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inmediato pues en ¡(V ) tenemos I (V ) = 0 y evidentemente I (V )f = 0 f = 0 que
est¶a en ¡(V ).
Los puntos deV(Jf ) son exactamente los puntos en los quef no est¶a de¯nida, porque
si pensamos af como el cocienteab¡ 1 con a; b 2 ¡( V ), entonces la clase de los ele-
mentos deJf en ¡( V ) son elementos de la formabc con c 2 ¡( V ), pero b 2 Jf , por
lo que, si P 2 V (Jf ), entonces 8g 2 Jf se tiene g(P) = 0 ) b(P)c(P) = 0 como
¡( V ) es dominio entero, yb 2 Jf entoncesb(P) = 0. Hemos mostrado queV(Jf ) es
el conjunto de polos def y por tanto hemos mostrado (1).

(2): Si f 2
T

P 2 V OP (V ), entonces f est¶a de¯nida en todo V , por tanto V (Jf ) = ? ,
por el Teorema de los ceros (Nullstellensatz) de Hilbert d¶ebil1, 1 2 Jf ) 1f = f 2
¡( V ) )

T
P 2 V OP (V ) ½ ¡( V ), y como ya hab¶³amos observado, ¡(V ) ½ OP (V ) para

todo P 2 V , por lo tanto, ¡( V ) =
T

P 2 V OP (V ).
¥

La prueba del inciso (1) en la Proposici¶on anterior nos motiva a la siguiente de¯nici¶on.

De¯nici¶on 1.3.5. Seaf 2 O P (V ), de¯nimos el valor de f en P, que denotaremosf (P),
de la siguiente manera: escribimosf = ab¡ 1, con a; b 2 ¡( V ) y b(P) 6= 0, sea f (P) =
a(P)b¡ 1(P).

Observaci¶on 1.3.2. El valor de f en P est¶a bien de¯nido, pues en ¡(V ) se tiene que
a » c , a¡ c 2 I (V ) y b » d , b¡ d 2 I (V ), entoncesd(a¡ c)+( ¡ c)(b¡ d) = ad¡ bc2 I (V ).

Proposici¶on 1.3.2. El conjunto OP (V ) es un anillo local y mP (V ) = f f 2 O P (V ) j
f (P) = 0 g es su ideal maximal, adem¶as,OP (V )=mP (V ) »= k.

Demostraci¶on. Si nos ¯jamos en el homomor¯smo de valuaci¶on deOP (V ) ¡! k que
manda f 7! f (P), entonces mP (V ) es el n¶ucleo de ¶este homomor¯smo, por lo tanto
OP (V )=mP (V ) »= k.
Si tomamos un elementog 2 O P (V ) ¡ mP (V ) entoncesg est¶a de¯nida para todo P 2 V ,
y adem¶asg(P) 6= 0 para todo P 2 V por lo que si escribimos ag como un ab¡ 1, entonces
su inverso ser¶³aba¡ 1 que est¶a bien de¯nido enV . Por lo tanto OP (V ) es anillo local y su
ideal maximal esmP (V ). ¥

Proposici¶on 1.3.3. OP (V ) es un dominio local noetheriano.

1 [4] Fulton W., Algebraic Curves, p¶ag. 20.
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Demostraci¶on. Gracias a la Proposici¶on 1.3.2 bastar¶a s¶olo con probar que todo ideal I
de OP (V ) es ¯nitamente generado. Por el Teorema de la Base de Hilbert2, sabemos que
k[X 1; : : : ; X n ] es noetheriano, y el Nullstellensatz3 nos dice que tenemos una corresponden-
cia biyectiva entre ideales primos dek[X 1; : : : ; X n ] y las variedades algebraicas irreducibles,
por lo tanto, ¡( V ) es noetheriano. Escogemos generadoresf 1; : : : ; f r para el ideal I \ ¡( V ).
A¯rmamos que f 1; : : : ; f r generan aI como ideal deOP (V ), puesto que sif 2 I ½ OP (V ),
existe un b 2 ¡( V ) con b(P) 6= 0 y bf 2 ¡( V ); por lo tanto bf 2 ¡( V ) \ I , entonces
bf =

P
ai f i , con ai 2 ¡( V ), y por tanto f =

P
(ai =bi )f i , como se a¯rmaba. ¥

Este anillo local juega un papel importante en el estudio moderno de las variedades al-
gebraicas. Todas las propiedades deV que dependen de una vecindad deP (las propiedades
locales) se re°ejan en el anilloOP (V ).

Proposici¶on 1.3.4. Sea T : An ¡! An un cambio de coordenadas af¶³n,T(P) = Q,
entoncesT : OQ(An ) ¡! O P (An ) es un isomor¯smo, y adem¶as, siP 2 V entoncesT
induce un isomor¯smo de OQ(V T ) a OP (V ).

Demostraci¶on. Recordemos queOQ(A2) = f f 0=g0 j f 0; g0 2 k[X; Y ]; g0(Q) 6= 0g, y
OP (A2) = f f=g j f; g 2 k[X; Y ]; g(P) 6= 0g; y que T es de la formaT = ( T1; T2),
con Ti aplicaciones polinomiales. Entonces podemos considerar las composicionesf 0±T =
f 0(T1; T2) y g0±T = g0(T1; T2). As¶³, dadof 0=g0 2 O Q(A2), la composici¶on conT nos de¯ne
un nuevo cocientef 0±T

g0±T , este cociente est¶a enOP (A2), puesg0±T(P) = g0(Q) 6= 0, entonces

el cociente f 0±T
g0±T est¶a de¯nido enOP (A2).

Para ver que es inyectivo, seaf 0=g0; f 00=g002 O Q(A2) tales que f 0±T
g0±T = f 00±T

g00±T , entonces
(f 0 ± T)(g00± T) = ( f 00± T)(g0 ± T), y por las propiedades de la composici¶on tenemos
f 0g00± T = f 00g0 ± T, como T es inyectiva y suprayectiva, entoncesf 00g0 = f 0g00, con lo
cual f 0=g0 = f 00=g00, y por tanto la composici¶on con T es inyectiva. Para ver que es
suprayectiva, tomamosf=g 2 O P (A2), como T es cambio de coordenadas, entoncesT es
invertible, por consiguiente f ±T ¡ 1

g±T ¡ 1 2 O Q(A2), pues g ± T ¡ 1(Q) = g(P) 6= 0; y claramente
(f ±T ¡ 1 )±T
(g±T ¡ 1 )±T = f

g . ¥

Proposici¶on 1.3.5. Sea f P1; : : : ; Pr g un conjunto ¯nito de puntos de An . Existen en-
tonces polinomiosF1; : : : ; Fr 2 k[X 1; : : : ; X n ] tales queFi (Pj ) = 0 si i 6= j y Fi (Pi ) = 1 .

Demostraci¶on. Seaf Pt = ( at1; : : : ; atn )gr
t=1 con ats 2 k, un conjunto ¯nito de puntos de

An . Seaf =
nP

j =1

µ
rQ

t=1
(X j ¡ atj )

¶
, y observemos quef se anula en todos losPt , es decir,

2 [4] Fulton W., Algebraic Curves, p¶ag. 13.
3 [4] Fulton W., Algebraic Curves, p¶ag. 21.
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f (Pt ) = 0 para t = 1 ; : : : ; r , y basados en esto, de¯namos

f i (X 1; : : : ; X n ) =
nX

j =1

0

B
B
@

rQ

t=1
(X j ¡ atj )

(X j ¡ aij )

1

C
C
A

y observemos que entoncesf i (Pt ) = 0 si i 6= t, y f i (Pi ) 6= 0, sea bi = f i (Pi ), entonces
de¯namos Fi (X 1; : : : ; X n ) = b¡ 1

i f i (X 1; : : : ; X n ). Notemos que conFi as¶³ de¯nida se tiene
que Fi (Pi ) = b¡ 1

i f i (Pi ) = b¡ 1
i bi = 1 y si i 6= t se tiene queFi (Pt ) = b¡ 1

i f i (Pt ) = b¡ 1
i ¢0 =

0. ¥

Proposici¶on 1.3.6. SeanI ½ J ideales de un anilloR, existe un homomor¯smo can¶onico
de anillos deR=I sobreR=J.

Demostraci¶on. Sea' : R=I ¡! R=J de¯nida por ' (x + I ) = x + J para cadax 2 R, esta
' que damos est¶a bien de¯nida porque si se tienex + I = y + I ) x ¡ y 2 I , como I ½ J
entoncesx ¡ y 2 J , por lo tanto x + J = y + J . ' es suprayectiva porque six + J 2 R=J
entonces seax0 cualquier representante dex + J , entonces' (x0+ I ) = x0+ J = x + J . ¥

Proposici¶on 1.3.7. SeaI un ideal de un anillo R, y R subanillo de otro anillo S; existe
un homomor¯smo natural de anillos deR=I en S=IS.

Demostraci¶on. Como en la proposici¶on anterior, sea' : R=I ¡! S=IS de¯nida por ' (x +
I ) = x + IS ; s¶olo hay que ver que' est¶a bien de¯nida. Six + I = y + I ) x ¡ y 2 I , como
I ½ IS entoncesx ¡ y 2 IS , por lo tanto x + IS = y + IS . ¥

Proposici¶on 1.3.8. Sean P = (0 ; : : : ; 0) 2 An ; O = OP (An ); m = mP (An ). Sea I
el ideal hX 1; : : : ; X n i ½ k[X 1; : : : ; X n ]. Entonces se tiene queI O = m, y por lo tanto
I r O = mr , para toda r 2 Z.

Demostraci¶on. Seaf 2 k[X 1; : : : ; X n ] tal que f 2 I , si descomponemos af como f = f 0 +
f 1 + : : : + f d donde losf i son polinomios homog¶eneos de gradoi , entoncesf 2 I ) f 0 = 0,
por lo tanto, si F 2 I O entoncesF = f ¢h

g con f 2 I y h; g 2 k[X 1; : : : ; X n ] y g(P) = 0,

como F (P) = f (P) ¢ h(P )
g(P ) = 0 ¢ h(P )

g(P ) = 0, entonces I O ½ M . Sea h
g 2 M , entonces

h(P) = 0 y g(P) 6= 0 con h; g 2 k[X 1; : : : ; X n ], por lo tanto h 2 I , puesh(P) = 0, entonces
h
g = h ¢1

g con h 2 I y 1
g 2 O , por lo tanto M ½ I O y entoncesM = I O. Observemos que

M r = ( I O)r = I r Or , como O es anillo conmutativo con 1, entonces claramente se tiene
que Or ½ O; seax 2 O , entoncesx = 1 r ¡ 1x, por lo tanto x 2 O r y entoncesOr = O. Por
lo tanto M r = ( I O)r = I r Or = I r O. ¥
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Proposici¶on 1.3.9. SeanI; J ideales de un anilloR. Sup¶ongase queI es de generaci¶on
¯nita y que I ½ Rad(J ), entoncesI n ½ J para un cierto n.

Demostraci¶on. Seana1; : : : ; am 2 I los generadores deI , es decir,I = ha1; : : : ; am i . Como
I ½ Rad(J ) entonces 8 i 2 f 1; : : : ; mg existe ni 2 N tal que an i

i 2 J . Sea entonces
r = m¶ax f ni g y sean = mr . EntoncesI n est¶a generado por el conjuntof a®1

1 ¢a®2
2 ¢: : :¢a®m

m j
P n

i =1 ®i = ng.
Seax = a®1

1 ¢a®2
2 ¢: : :¢a®m

m un generador deI n , como
P m

i =1 ®i = n = mr , entonces alg¶un
®i debe ser tal que®i ¸ r , pues si todos los exponentes fueran menores quer , entonces
P m

i =1 ®i <
P m

i =1 r = mr , lo que implica quea®1
1 ¢: : : ¢a®m

m no ser¶³a generador deI n . Por
lo tanto ®i 0 ¸ r , por lo tanto a

®i 0
i 0

= a
r ¡ n i 0
i 0

¢a
n i 0
i 0

, y como a
n i 0
i 0

2 J , entoncesa
®i 0
i 0

2 J ,
y por tanto x 2 J . Como la demostraci¶on fue para cualquier generador deI n , entonces
I n ½ J . ¥

Lema 1.3.1. Sean I; J ideales de un anilloR, entonces Rad(I + J ) = R si y s¶olo si
I + J = R.

Demostraci¶on. Si I + J = R, dado que I ½ Rad(I ) para cualquier ideal I , entonces
R ½ Rad(I + J ) ½ R, por lo que Rad(I + J ) = R. Supongamos ahora queRad(I + J ) = R,
esto es equivalente a queRad(I + J ) = h1i , de la de¯nici¶on del radical tenemos que
1 = 1n 2 I + J para alg¶un n ¸ 0, por lo tanto I + J = h1i = R. ¥

Recordemos que dos idealesI; J de un anillo R, son comaximales si y s¶olo siI + J = R.

Proposici¶on 1.3.10. Seak algebraicamente cerrado, y seanI; J ½ k[X 1; : : : ; X n ] ideales.
Entonces I; J son comaximales si y s¶olo siV (I )

T
V (J ) = ? .

Demostraci¶on. SeaR = k[X 1; : : : ; X n ]. Supongamos queI; J son comaximales, entonces
V (I )

T
V (J ) = V (I + J ) = V (R) = ? .

Supongamos ahora queV(I )
T

V (J ) = ? , entoncesV(I + J ) = ? , entoncesI (V (I +
J )) = I (? ) = R, entoncesRad(I + J ) = R, por el Lema 1.3.1 tenemos queI + J = R. ¥

Lema 1.3.2. Sean I; J ideales comaximales de un anilloR, entoncesI + J n = R. M¶as
a¶un, I n y J m son comaximales para todam; n.

Demostraci¶on. Haremos la prueba por inducci¶on, y paran = 1 entonces I + J = R por
hip¶otesis. Supongamos que se cumpleI + J n = R, y necesitamos probar queI + J n+1 = R.
Como I + J n = R entonces (I + J n )J = JR = J , entoncesIJ + J n+1 = J , pero con esto
se tiene queI + J n+1 + IJ = J + I = R, pero I + J n+1 + IJ = I + J n+1 porque IJ ½ I , en
particular IJ ½ I + J n+1 . Por lo tanto I + J n+1 = I + J n+1 + IJ = R, con lo queI + J n
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son comaximales. QueI n , y J m sean comaximales se sigue de usar esta primera parte, ya
que I n y J son comaximales, por tantoI n y J m son comaximales. ¥

Proposici¶on 1.3.11. SeanI 1; : : : ; I N ideales de un anilloR, sup¶ongase queI i y J i =
T

i 6= j
I j

son comaximales para todoi . Entonces I n
1

T
: : :

T
I n

N = ( I 1 ¢: : : ¢I N )n = ( I 1
T

: : :
T

I N )n

para todo n.

Demostraci¶on. Primero hay que observar que siI i ; J i son comaximales, entoncesI i e I j

tambi¶en son comaximales para todaj 6= i . Como I i + J i = R, entonces (I i + J i ) + I j =
I i + ( J i + I j ) = R + I j = R para toda j 6= i , pero en ese casoJ i ½ I j entoncesJ i + I j = I j

para toda j 6= i , por lo tanto I i + I j = I i + ( J i + I j ) = R para toda j 6= i , por tanto I i y I j

son tambi¶en comaximales. Por lo tanto,I 1
T

: : :
T

I N = I 1 ¢: : : ¢I N .
Ahora observemos que (I 1

T
: : :

T
I N )n = ( I 1 ¢: : : ¢I N )n = I n

1 ¢: : : ¢I n
N , por el Lema 1.3.2

tenemos queI n
1 ¢: : : ¢I n

N = I n
1

T
: : :

T
I n

N . ¥

Proposici¶on 1.3.12. Sea I un ideal de k[X 1; : : : ; X n ], (k algebraicamente cerrado), y
sup¶ongase queV(I ) = f P1; : : : ; PN g es ¯nito. Sea Oi = OPi (A

n ). Entonces existe un

isomor¯smo natural de k[X 1; : : : ; X n ]=I en
N
£

i =1
Oi =I Oi .

Demostraci¶on. Sean I i = I (f Pi g) ½ k[X 1; : : : ; X n ] ideales maximales distintos que con-
tienen a I , y R = k[X 1; : : : ; X n ]=I , y Ri = Oi =I Oi . Por la Proposici¶on 1.3.7, el homomor-

¯smo can¶onico ' i de R en Ri induce un homomor¯smo ' de R en
N
£

i =1
Ri .

Por el Nullstellenzats tenemos que

Rad(I ) = I (f P1; : : : ; PN g) =
N\

i =1

I i ;

por lo tanto, de la Proposici¶on 1.3.9 tenemos que (
T

I i )d ½ I para un cierto d. De la
Proposici¶on 1.3.10 sabemos que

T

i 6= j
I j e I i son comaximales, entonces de la Proposici¶on

1.3.11 se sigue que \
(I d

j ) = ( I 1 ¢: : : ¢I N )d = (
\

I j )d ½ I:

Por la Proposici¶on 1.3.5 podemos escogerFi 2 k[X 1; : : : ; X n ], tal que Fi (Pj ) = 0 si i 6= j ,
Fi (Pi ) = 1. Sea E i = 1 ¡ (1 ¡ F d

i )d. N¶otese queE i = F d
i D i para alg¶un D i , por lo tanto

E i 2 I d
j si i 6= j , y

1 ¡
X

i

E i = (1 ¡ E j ) ¡
X

i 6= j

E i 2
\

I d
j ½ I:
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Si llamamos ei a la clase residual deE i en R, tendremos quee2
i = ei , ei ej = 0 si i 6= j , y

P
ei = 1.

A¯rmaci¶on 1. Si G 2 k[X 1; : : : ; X n ], y G(Pi ) 6= 0 , existe un t 2 R tal que tg = ei , donde
g es la I ¡ clase residual deG.

Supuesta esta a¯rmaci¶on por el momento, mostraremos que' es un isomor¯smo:

' es uno a uno: Si ' (f ) = 0, entonces para cadai existe unGi conGi (Pi ) 6= 0 y Gi F 2 I
(donde f es la I ¡ clase residual deF ). Seat i gi = ei . Entonces f =

P
ei f =

P
t i gi f = 0.

' es suprayectiva: ComoE i (Pi ) = 1, ' (ei ) es unitario enRi ; adem¶as, ya que' i (ei )' i (ej )
= ' i (ei ej ) = 0 si i 6= j , entonces' i (ej ) = 0 para i 6= j . Adem¶as ' i (ei ) = ' i (

P
ej ) =

' i (1) = 1. Supongamos ahoraz = ( a1=s1; : : : ; aN =sN ) 2 £ Ri . En virtud de la A¯rmaci¶on
1, podemos escribirt i si = ei ; entoncesai =si = ai t i en Ri , por lo tanto ' i (

P
t j aj ej ) =

' i (t i ai ) = ai =si , y ' (
P

t j aj ej ) = z.

Para probar la A¯rmaci¶on 1, supondremos queG(Pi ) = 1. Sea H = 1 ¡ G. Observemos
que (1¡ H )(E i + HE i + : : :+ H d¡ 1E i ) = E i ¡ H dE i , entoncesH 2 I i , por lo tanto H dE i 2 I .
Adem¶asg(ei + hei + : : : + hd¡ 1ei ) = ei , como dese¶abamos. ¥

Corolario 1.3.1. dim k (k[X 1; : : : ; X n ]=I ) =
NP

i =1
dim k (Oi =I Oi ).

Corolario 1.3.2. Si V (I ) = f Pg, entoncesk[X 1; : : : ; X n ]=I es isomorfo a
OP (An )=I OP (An ).

Proposici¶on 1.3.13. Sea V una variedad deAn , I = I (V ) ½ k[X 1; : : : ; X n ], P 2 V y
J un ideal de k[X 1; : : : ; X n ] que contenga aI . Sea J 0 la imagen deJ en ¡( V ). Existe
un homomor¯smo can¶onico ' : OP (An )=JOP (An ) ¡! O P (V )=J0OP (V ). Adem¶as ' es un
isomor¯smo. En particular OP (An )=I OP (An ) es isomorfo aOP (V ).

Demostraci¶on. De la de¯nici¶on de OP (An ) y la de OP (V ), tenemos el homomor¯smo
can¶onicoÃ entre ellos, que est¶a dado por el paso al cociente dek[X 1; : : : ; X n ] en ¡( V ), la
Proposici¶on 1.3.7 nos asegura la existencia del homomor¯smo can¶onico' , el cual tambi¶en
sabemos que es suprayectivo. Es inyectivo, pues sifg ¡ 1 + J OP (An ) 2 Ker (' ), entonces
' (fg ¡ 1+ J OP (An )) = ( f + I=g+ I )+ J 0OP (V ) 2 J 0OP (V ), entoncesf + I=g+ I 2 J 0OP (An ),
como J 0 = J + I 2 ¡( V ), entoncesf=g 2 J OP (An ). ¥

Proposici¶on 1.3.14. Si O es un anillo local con ideal maximalm, existe una sucesi¶on
exacta natural deO¡ m¶odulos

0 ¡! mn=mn+1 ¡! O =mn+1 ¡! O =mn ¡! 0
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Demostraci¶on. Sea i : mn=mn+1 ,! O =mn+1 la inclusi¶on. Sea' : O=mn+1 ! O =mn

de¯nida por ' (x + mn+1 ) = x + mn , que manda a cada representante de una clase en
O=mn+1 a su respectiva clase enO=mn , claramente ' es supra, y tambi¶eni es inyectiva,
pues simplemente es la inclusi¶on. Observemos queIm i = Ker ' , pues six + mn+1 2 Im i ,
entoncesx 2 mn , con lo que' (x + mn+1 ) = 0 y por lo tanto Im i ½ Ker ' . Ahora tomemos
x + mn+1 2 Ker ' , entoncesx 2 mn , y por tanto x + mn+1 2 Im i . Por lo tanto tenemos
la siguiente sucesi¶on exacta:

0 ¡! mn=mn+1 i¡! O =mn+1 '
¡! O =mn ¡! 0:

¥

Proposici¶on 1.3.15. Sea

0 V 0
Ã

V
'

V 00 0

una sucesi¶on exacta de espacios vectoriales de dimensi¶on¯nita sobre un campo k. Entonces
dim V 0+ dim V 00= dim V .

Demostraci¶on. Sabemos quedim V = dim (Im (' )) + dim (Ker (' )), como ' es suprayec-
tiva, entonces dim (Im (' )) = dim V 00, y por la exactitud de la sucesi¶on tenemos que
Ker (' ) = Im (Ã), por lo tanto dim V = dim V 00+ dim (Im (Ã)). Notemos quedim (Im (Ã)) =
dim V 0¡ dim (Ker (Ã)), como Ã es inyectiva, entoncesKer (Ã) = 0, luego dim (Im (Ã)) =
dim V 0. Por lo tanto dim V = dim V 00+ dim V 0. ¥

Proposici¶on 1.3.16. SeaI = hX; Y i ½ k[X; Y ], entonces

dim k (k[X; Y ]=I n ) = 1 + 2 + ¢ ¢ ¢+ n =
n(n + 1)

2

Demostraci¶on. La demostraci¶on la haremos por inducci¶on. Paran = 1 tenemos que
k[X; Y ]=I »= k, pues cualquier polinomio f (X; Y ) 2 k[X; Y ] lo podemos escribir como
f (X; Y ) = f (X; Y ) ¡ f (0; 0)+ f (0; 0), pero f (X; Y ) ¡ f (0; 0) 2 I , y f (0; 0) 2 k. Por lo tan-
to k[X; Y ]=I »= k, pues la funci¶on que manda a un polinomio a su t¶ermino constante resulta
ser el isomor¯smo, y comodim k (k) = 1, entonces hemos demostrado la base inductiva.

Ahora supongamos quedim k (k[X; Y ]=I n¡ 1) = 1 + 2 + : : : + ( n ¡ 1), y tomemos la
siguiente sucesi¶on:

0 I n¡ 1=I n i k[X; Y ]=I n '
k[X; Y ]=I n¡ 1 0

donde i es la inclusi¶on, y ' es el homomor¯smo can¶onico que toma un representante de
una clase enk[X; Y ]=I n y lo manda a su respectiva clase enk[X; Y ]=I n¡ 1, que est¶a bien
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de¯nido dado que I n ½ I n¡ 1. Esta sucesi¶on es exacta, pues claramente la inclusi¶on es
inyectiva. Tenemos que' es suprayectiva, pues sif + I n¡ 1 2 k[X; Y ]=I n¡ 1, entonces
' (f + I n ) = f + I n¡ 1. Si f + I n es tal que ' (f + I n ) 2 I n¡ 1, entoncesf 2 I n¡ 1, por lo
tanto f + I n 2 I n¡ 1=I n , con lo cual Im (i ) ¾ Ker (' ), y la otra inclusi¶on es evidente.

Observemos quedim k (I n¡ 1=I n ) = n, pues seaA el conjunto de monomios A =
f X i Y n¡ 1¡ i j i = 0 ; 1; : : : ; n ¡ 1g, y A0 el conjunto de I n ¡ clases deA, es decir, A0 =
f X i Y n¡ 1¡ i + I n j i = 0 ; 1; : : : ; n ¡ 1g que es una base deI n¡ 1=I n , pues a un polinomio
f (X; Y ) 2 I n¡ 1, por tener t¶erminos de grado al menosn ¡ 1, lo podemos pensar como
f (X; Y ) = f n¡ 1(X; Y ) + f n (X; Y ) + : : : + f m (X; Y ), donde f i (X; Y ) son polinomios ho-
mog¶eneos de gradoi , y m es el grado def ; entonces laI n ¡ clase residual def (X; Y ) es la
clase def n¡ 1(X; Y ), y como los elementos deA generan af n¡ 1(X; Y ), y claramente son
independientes, entoncesA0 es una base paraI n¡ 1=I n , y cuya cardinalidad esn.

Por la Proposici¶on 1.3.15 tenemos que

dim k (k[X; Y ]=I n ) = dim k (k[X; Y ]=I n¡ 1) + dim k (I n¡ 1=I n ) = 1 + 2 + : : : + ( n ¡ 1) + n;

lo que concluye el paso inductivo. ¥

Observaci¶on 1.3.3. Sea R un anillo, y k un campo que es subanillo deR. Si M es un
ideal deR, entoncesM n=M n+1 es unR¡ m¶odulo, y por lo tanto, tambi¶en es unk¡ m¶odulo.

La observaci¶on anterior justi¯ca la siguiente proposici¶on.

Proposici¶on 1.3.17. Sea R un Anillo de Valuaci¶on Discreta con ideal maximal M , y
campo de cocientesK , y supongamos que existe un campok subanillo de R, tal que la
composici¶onk ! R ! R=M es un isomor¯smo dek con R=M . Entonces

(1) dim k (R=M n ) = n para todo n > 0.

(2) dim k (M n=M n+1 ) = 1 para toda n ¸ 0.

(3) Sea z 2 R, si hzi = M n entoncesord(z) = n, y por lo tanto ord(z) = dim k (R=hzi ).

Demostraci¶on. (1): Para n = 1 tenemos que R=M »= k, por lo tanto dim k (R=M ) =
dim k (k) = 1.

Seant 2 M un par¶ametro de uniformizaci¶on deR, y z 2 R. Por la Proposici¶on 1.1.6,
sabemos que existen ¶unicoş0; ¸ 1; : : : ; ¸ n 2 k y zn 2 R, tales que z = ¸ 0 + ¸ 1t + : : : +
¸ n tn + zn tn+1 . Dado que¸ n tn + zn tn+1 2 M n , entonces la clase dez en R=M n es la clase
de ¸ 0 + ¸ 1t + : : :+ ¸ n¡ 1tn¡ 1, que es la suma de las clases de cada uno de los sumandos, pero
por ser t par¶ametro de uniformizaci¶on, entoncesM n ½ M , y cada ¸ i t i con 0 · i · n ¡ 1
no pertenecen aM n = htn i , por lo que la clase dȩ i t i es distinta de ¸ j t j para i 6= j . Por
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lo tanto B = f 1; t; : : : ; tn¡ 1g es una base deR=M n , donde la barra denota laM n ¡ clase
residual. Como hayn elementos enB , entoncesdim k (R=M n ) = n.

(2): Por la Proposici¶on 1.3.14, para cadan podemos considerar la sucesi¶on exacta:

0 M n=M n+1 R=M n+1 R=M n 0:

Y entonces, de la Proposici¶on 1.3.15, tenemos que

dim k (R=M n+1 ) = dim k (R=M n ) + dim k (M n=M n+1 ):

De la primera parte de esta demostraci¶on, tenemos que

dim k (R=M n+1 ) = n + 1 y dim k (R=M n ) = n;

por lo tanto
n + 1 = n + dim k (M n=M n+1 );

de lo que tenemos quedim k (M n=M n+1 ) = 1.

(3): Seaz 2 R tal que hzi = M n , seat 2 M un par¶ametro de uniformizaci¶on, entonces
hzi = htn i = M n , por tanto z = utn , con u 2 R unidad, por la de¯nici¶on de ord(z),
tenemos queord(z) = n. Por el inciso (1) tenemos queord(z) = n = dim k (R=M n ) =
dim k (R=hzi ). ¥

Proposici¶on 1.3.18. Sea V un espacio vectorial, W un subespacio,T : V ! V una
aplicaci¶on lineal uno a uno tal queT(W ) ½ W , y supongamos queV=W y W=T(W ) son
de dimensi¶on ¯nita. Entonces

i) La aplicaci¶on T induce un isomor¯smo de V=W en T(V )=T(W ).

ii) El cociente T(V )=W \ T(V ) es isomorfo aW + T(V )=W, y el cocienteW=W \ T(V )
es isomorfo aW + T(V )=T(V ).

iii) dim(V=(W + T(V ))) = dim((W \ T(V ))=T(W )) .

iv) Finalmente, dim(V=T(V )) = dim(W=T(W )) .

Demostraci¶on. i) Consideremos el siguiente diagrama

0 W

T

V

T

V=W

'

0

0 T(W ) T(V ) T(V )=T(W ) 0
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Donde los mor¯smos horizontales son las inclusiones y el pasoal cociente enV=W y
en T(V )=T(W ). Es claro que el primer cuadrado es conmutativo.

De¯nimos ' : V=W ¡! T(V )=T(W ), de la siguiente manera. Seav + W 2 V=W,
entonces' (v+ W ) = T(v)+ T(W ). Veamos que' est¶a bien de¯nida. Seanv1; v2 2 V
tales quev1+ W = v2+ W , es decir,v1¡ v2 2 W , entoncesT(v1¡ v2) 2 T(W ), es decir,
T(v1) ¡ T(v2) 2 T(W ), por lo tanto ' (v1 + W ) = T(v1) + T(W ) = T(v2) + T(W ) =
' (v2 + W ).

Veamos ahora que' es inyectiva. Seav + W 2 V=W tal que ' (v + W ) = 0, es decir,
tal que T(v) 2 T(W ). Entonces tenemos que existew0 2 W tal que T(w0) = T(v).
Como T es inyectiva, entoncesw0 = v 2 W . Por lo tanto v + W = W , con lo que'
es inyectiva.

Mostremos la suprayectividad de' . Seav 2 T(V )=T(W ), entoncesv = T(v0)+ T(W )
para cierta v0 2 V . Es claro entonces quev0 + W 2 V=W es tal que ' (v0 + W ) =
T(v0) + T(W ) = v. Por lo tanto ' es suprayectiva. Con esto tenemos que' es un
isomor¯smo, y est¶a inducido porT. Por lo que V=W »= T(V )=T(W ).

ii) Consideremos primero el siguiente diagrama

0 W \ T(V ) T(V ) T(V )=W \ T(V )

f

0

0 W W + T(V ) W + T(V )=W 0

Donde los mor¯smos est¶an dados por las inclusiones, y por el paso al cociente en
T(V )=(W \ T(V )), y en (W + T(V ))=W.

Seav 2 T(V )=(W \ T(V )), de¯nimos f mediante f (v) = bv, donde ( ) denota a la
clase residual enT(V )=(W \ T(V )), y c( ) denota la clase residual en (W + T(V ))=W.

Notemos quef est¶a bien de¯nida. Supongamos quev1; v2 2 T(V ) son tales que
v1 = v2, entoncesv1 ¡ v2 2 W \ T(V ) y f (v1 ¡ v2) 2 W . Como f (v1 ¡ v2) = 0, es
decir \v1 ¡ v2 = 0, con lo que bv1 = bv2. Por lo tanto, f est¶a bien de¯nida.

Sea v 2 T(V ) tal que v 2 Ker f , entoncesbv = 0, lo que implica que v + W 2
W + T(V )=W es tal quev 2 W . Como v 2 W y v 2 T(V ), entoncesv 2 W \ T(V ), y
por tanto v = 0. Con esto tenemos queKer f = f 0g y concluimos quef es inyectiva.

Seav 2 W + T(V ), queremos ahora probar la suprayectividad def . Tenemos que
v = w1 + v1 con w1 2 W y v1 2 T(V ). Observemos quev1 = v1 + W \ T(V ), entonces
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f (v1) = bv1. Demostrar que bv1 = bv, implica que f es suprayectiva; y esto es claro
puesv ¡ v1 = w1 2 W .

Con esto tenemos quef es una biyecci¶on, y entonces hemos probado que (W +
T(V ))=W »= T(V )=(W \ T(V )).

Ahora consideremos el siguiente diagrama

0 W \ T(V ) W W=W \ T(V )

g

0

0 T(V ) W + T(V ) W + T(V )=T(V ) 0

Podemos de¯nir el mor¯smo g de una manera an¶aloga a la de¯nici¶on del mor¯smo
f , y los argumentos que utilizamos para ver quef es un isomor¯smo nos sirven para
ver, de manera an¶aloga, queg es tambi¶en isomor¯smo. Por lo tantoW=W \ T(V ) »=
W + T(V )=T(V ).

iii) Del ¶algebra lineal sabemos que, siU0 ½ W 0 ½ V 0 son espacios vectoriales, conV 0=U0

de dimensi¶on ¯nita, entoncesdim(V 0=U0) = dim(V 0=W0) + dim(W 0=U0). Del inciso
i) tenemos que V=W »= T(V )=T(W ), por tanto dim(V=W) = dim(T(V )=T(W )).
Como V=W es de dimensi¶on ¯nita, y tambi¶en se tiene queW ½ W + T(V ) ½ V,
entoncesdim(V=W) = dim(V=(W + T(V ))) + dim((W + T(V ))=W). An¶alogamente
tenemos quedim(T(V )=T(W )) = dim(T(V )=(W \ T(V )))+ dim((W \ T(V ))=T(W )).
Escribiendo la igualdad se tiene que

dim(V=(W + T(V ))) + dim((W + T(V ))=W) = dim(V=W) =

= dim(T(V )=T(W )) = dim(T(V )=(W \ T(V ))) + dim((W \ T(V ))=T(W )) :

Pero del inciso ii) tenemos quedim(W + T(V )=W) = dim(T(V )=(W \ T(V ))), en-
toncesdim(V=(W + T(V ))) = dim((W \ T(V ))=T(W )).

iv) Dado que W=T(W ) es de dimensi¶on ¯nita, entonces, por los incisos ii) y iii) tenemos

dim(W=T(W )) = dim(W=(W \ T(V ))) + dim((W \ T(V ))=T(W )) =

= dim((W + T(V ))=T(V )) + dim(V=(W + T(V ))) = dim(V=T(V )) :

Por lo tanto dim(W=T(W )) = dim(V=T(V )).
¥



Cap¶³tulo 2

Intersecci¶on de Curvas

2.1. Curvas planas

De¯nici¶on 2.1.1. Diremos que dos polinomiosF; G 2 k[X; Y ] est¶an relacionadossi y s¶olo
si F = ¸G para alg¶un ¸ 2 k no nulo.

Proposici¶on 2.1.1. La relaci¶on de la de¯nici¶on de arriba es de equivalencia.

Demostraci¶on. Que la relaci¶on es re°exiva es inmediato, pues 12 k y F = 1 ¢F . La
simetr¶³a tambi¶en es inmediata porque, siF = ¸G con ¸ 2 k, entoncesG = ¸ ¡ 1F donde
¸ ¡ 1 2 k pues ¸ 6= 0. Y para la transitividad supongamos que F = ¸ 1G y G = ¸ 2H con
F; G; H 2 k[X; Y ] y ¸ 1; ¸ 2 2 k no nulos, entonces sustituyendo tenemos queF = ( ¸ 1¸ 2)H
con lo que F » H pues ¸ 1¸ 2 6= 0 por ser producto de dos elementos no nulos en un
campo. ¥

De¯nici¶on 2.1.2. De¯nimos una curva plana C como una clase de equivalencia de los
polinomios no constantes respecto a la relaci¶on de¯nida en la De¯nici¶on 2.1.1.

Pasaremos por alto la distinci¶on de equivalencia, y diremos simplemente \curva plana".
Denotaremos a las curvas planas por un representante de la clase de equivalencia que
las de¯ne, o simplemente nos referiremos a una curva planaC entendiendo que hay un
polinomio que la de¯ne.

De¯nici¶on 2.1.3. El grado de una curva plana es el grado de cualquiera de los polinomios
que la de¯ne.

Notaci¶on : Si F es un polinomio irreducible,V (F ) es una variedad enA2 o P2 depen-
diendo si el polinomio es o no homog¶eneo. Normalmente escribiremos ¡( F ); k(F ) y OP (F )
en lugar de ¡(V (F )) ; k(V (F )) y OP (V (F )).

23
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De¯nici¶on 2.1.4. SeaF una curva, P = ( a; b) 2 F . P se denominapunto simple de
F , si alguna de las derivadas valuada enP es distinta de cero, es decir, siFX (P) 6= 0 o
FY (P) 6= 0.
En este caso, la rectaFX (P)(X ¡ a) + FY (P)(Y ¡ b) = 0 se denomina recta tangente a F
en P.

De¯nici¶on 2.1.5. Un punto que no es simple se denominam¶ultiple (o singular).

De¯nici¶on 2.1.6. SeaF una curva plana que se anula enP = (0 ; 0). Consideremos la
descomposici¶on deF como suma de polinomios homog¶eneos,F = Fm + Fm+1 + : : : + Fn

con gr(Fi ) = i , y Fm 6= 0; de¯nimos la multiplicidad de F en P = (0 ; 0), que denotaremos
mP (F ), como m = minf gr(Fi )g.
Extendemos esta de¯nici¶on a cualquier puntoP = ( a; b) en la curva, simplemente usando
una traslaci¶on T que manda (0; 0) 7! P, es decir,T(x; y) = ( x + a; y + b), entoncesF T =
F (X + a; Y + b). De¯nimos mP (F ) como m(0;0)(F T ).

Proposici¶on 2.1.2. SeaF una curva, P es un punto simple deF si y s¶olo simP (F ) = 1 .

Demostraci¶on. Supongamos queP es punto simple deF , entoncesFX (P) 6= 0 o FY (P) 6= 0,
por la De¯nici¶on 2.1.6 es claro queFX (P) = F T

X (0; 0) y an¶alogamenteFY (P) = F T
X (0; 0).

Sin p¶erdida de generalidad supongamos queF T
X (0; 0) = FX (P) 6= 0, sean F = Fm +

Fm+1 + : : : + Fn y F T = Gm + Gm+1 + : : : + Gn las descomposiciones deF y F T en
polinomios homog¶eneos, entoncesmP (F ) = m(0;0)(F T ) > 0 pues siP 2 F ) (0; 0) 2 F T

entoncesGi (0; 0) = 0 con i ¸ 1, puesto que son polinomios homog¶eneos de gradoi , dado
que G0 = ¸ con ¸ 2 k, siempre se tiene queG0(0; 0) = ¸ 2 k, pero como queremos que
F T (0; 0) = 0 entonces G0(0; 0) = 0 lo cual lleva a que m(0;0)(F T ) > 0. Supongamos que
mP (F ) ¸ 2 entoncesm(0;0)(F T ) ¸ 2, como sabemos que la derivada baja el grado del
polinomio entoncesF T

X = G0
m¡ 1 + G0

m + : : : + G0
n¡ 1 es la descomposici¶on de la derivada

en polinomios homog¶eneos, que valuada en (0; 0) siempre se anula, puesgr(G0
i ) ¸ 1 para

todo i , lo cual contradice que la derivada deF T respecto aX no se anula en (0; 0). Por
lo tanto mP (F ) = 1, que muestra la primera parte de la proposici¶on.

Supongamos quemP (F ) = 1, por la de¯nici¶on de mP (F ) tenemos quem(0;0)(F T ) = 1, sea
F T = ( ®X + ¯Y ) + G2 + : : : + Gn la descomposici¶on deF T en polinomios homog¶eneos,
d¶onde ®; ¯ 2 k; sabemos entonces que® y ¯ no son ambas cero al mismo tiempo, sin
p¶erdida de generalidad supongamos que® 6= 0, entonces al derivar F T con respecto aX ,
aparece como t¶ermino de grado 0 justamente®, lo cual hace queF T

X (0; 0) 6= 0, con lo cual
P es un punto simple deF . ¥
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Es conveniente introducir una notaci¶on que nos ser¶a ¶utilpara el resto del cap¶³tulo:
Notaci¶on. SeaF una curva irreducible, para cualquier polinomioG 2 k[X; Y ], deno-

tamos por g a la clase de equivalencia deG en ¡( F ) = k[X; Y ]=hF i .

Teorema 2.1.1. P es un punto simple deF si y s¶olo si OP (F ) es un anillo de valuaci¶on
discreta. En este caso, siL = aX + bY + c es una recta que pasa porP y no es tangente
a F en P, entonces la imagen` de L en OP (F ) es un par¶ametro de uniformizaci¶on de
OP (F ).

Demostraci¶on. Supongamos queP es un punto simple deF , y la recta L es una recta que
pasa por P, no tangente a F en P. Por medio de un cambio de coordenadas adecuado,
gracias a la Proposici¶on 1.2.2 y la Proposici¶on 1.3.4, podemos suponer queP = (0 ; 0), que
Y es la recta tangente, y queL = X . En virtud de la Proposici¶on 1.1.3, es su¯ciente probar
que mP (F ) est¶a generado porx.

Ante todo observemos que las proposiciones 1.3.8 y 1.3.13, nos dicen quemP (F ) =
hx; yi , tanto si P es punto simple como si no lo es.

Una vez supuesto lo anterior, seaF = Y + t¶erminos de grados superiores. Agrupando
de momento estos t¶erminos conY , podemos escribirF = Y G ¡ X 2H , donde G = 1 +
t¶erminos superiores , H 2 k[X ]. Entonces yg = x2h 2 ¡( F ), por lo tanto y = x2hg¡ 1 2
hxi , ya que g(P) 6= 0. Por lo tanto mP (F ) = hx; yi = hxi , como se pretend¶³a.

El rec¶³proco se demostrar¶a a partir del Teorema 2.1.2. ¥

Si suponemos queP es un punto simple sobre una curva irreducibleF , sea ordF
P la

funci¶on orden sobrek(F ) de¯nida por el anillo de valuaci¶on discreta OP (F ); cuando F
est¶e ¯jo, podremos escribir simplementeordP . Si G 2 k[X 1; : : : ; X n ], y g es la imagen
de G en ¡( F ), escribiremosordF

P (G) en lugar de ordF
P (g).

Si P es un punto simple sobre una curva reducibleF , escribiremosordF
P en vez de

ordF i
P , donde Fi es la componente deF que contiene aP.
Supongamos queP es un punto simple deF , y L una recta que pasa porP. Entonces

ordF
P (L ) = 1 si L no es tangente aF en P y ordF

P (L ) > 1 si L es tangente aF en
P. Podemos suponer que las condiciones son las mismas que las de la demostraci¶on del
Teorema 2.1.1;Y es la tangente,y = x2hg¡ 1, y as¶³,ordP (y) = ordP (x2) + ordP (hg¡ 1) ¸ 2.

Teorema 2.1.2. SeaP un punto de una curva irreducibleF . Entonces se tiene la igualdad
mP (F ) = dim k (mP (F )n=mP (F )n+1 ) para todo n su¯cientemente grande. En particular, la
multiplicidad de F en P depende s¶olo del anillo localOP (F ).

Demostraci¶on. Para simpli¯car un poco la notaci¶on, escribamosO; m en vez deOP (F ); mP (F )
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respectivamente. De la sucesi¶on exacta

0 mn=mn+1 O=mn+1 O=mn 0

se sigue que es su¯ciente probar quedim k (O=mn ) = n mP (F )+ s, para una cierta constante
s, y para todo n ¸ mP (F ) (esto debido a la Proposici¶on 1.3.14 y la Proposici¶on 1.3.15).

Podemos suponer queP = (0 ; 0), por lo tanto mn = I nO, donde I = hX; Y i ½ k[X; Y ]
(Proposici¶on 1.3.8). Como V (I n ) = f Pg, en virtud del Corolario 1.3.2 y la Proposi-
ci¶on 1.3.13, tenemos quek[X; Y ]=hI n ; F i »= OP (A2)=hI n ; F iO P (A2) »= OP (F )=I nOP (F ) =
O=mn .

Por lo tanto, hemos reducido el problema a simplemente calcular la dimensi¶on de
k[X; Y ]=hI n ; F i . Seam = mP (F ). Entonces FG 2 I n siempre queG 2 I n¡ m . Existe
un homomor¯smo natural ' : k[X; Y ]=I n ¡! k[X; Y ]=hI n ; F i , y una aplicaci¶on k¡ lineal
Ã : k[X; Y ]=I n¡ m ¡! k[X; Y ]=I n de¯nida por Ã(G) = FG, donde las barras indican clases
residuales. Es f¶acil ver que la sucesi¶on

0 k[X; Y ]=I n¡ m Ã
k[X; Y ]=I n '

k[X; Y ]=hI n ; F i 0

es exacta. Aplicando la Proposici¶on 1.3.16 y de nuevo la Proposici¶on 1.3.15, vemos que
dim k (k[X; Y ]=hI n ; F i ) = nm ¡ m(m¡ 1)

2 para toda n ¸ m, como quer¶³amos demostrar. ¥

Notemos que siOP (F ) es un anillo de valuaci¶on discreta, debido a la Proposici¶on
1.3.17, el Teorema 2.1.2 implicar¶³a quemP (F ) = 1, luego P es simple. Esto completa la
demostraci¶on del Teorema 2.1.1. Motivados por esto, podemos dar una de¯nici¶on de punto
simple, equivalente a la ya vista.

De¯nici¶on 2.1.7. Un punto P 2 C essimple si OP (C) es un anillo de valuaci¶on discreta.
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2.2. N¶umeros de Intersecci¶on

Por la Observaci¶on 1.3.1 de la secci¶on de anillos locales,tenemos las siguientes con-
tenciones:

k ½ ¡( A2) = k[X; Y ] ½ OP (A2) ½ k(A2)

con lo cual OP (A2) es unak-¶algebra, pues contiene ak; y si F 2 k[X; Y ] es un polinomio
no constante, entoncesk ½ OP (A2)=hF i , lo cual tambi¶en convierte aOP (A2)=hF i en una
k-¶algebra. Esto justi¯ca la siguiente de¯nici¶on:

De¯nici¶on 2.2.1. SeanF y G curvas planas, yP 2 A2. De¯nimos el n¶umero de inter-
secci¶on de F y G en P, que denotaremos porI P (F \ G), como:

I P (F \ G) := dim k (OP (A2)=hF; Gi )

Antes de enunciar las propiedades que cumple el n¶umero de intersecci¶on, es conveniente
hacer un par de de¯niciones respecto a la intersecci¶on de doscurvas en un punto:

De¯nici¶on 2.2.2. Diremos queF y G se cortan en sentido estricto enP, si F y G no
tienen ninguna componente com¶un que pase porP.

De¯nici¶on 2.2.3. Dos curvasF y G se cortan transversalmente en P, si P es un punto
simple tanto de F como deG, y la recta tangente aF en P es distinta de la recta tangente
a G en P.

Proposici¶on 2.2.1. Para todas las curvas planasF; G y todo punto P 2 A2, el n¶umero de
intersecci¶on I P (F \ G) de la De¯nici¶on 2.2.1 es el ¶unico n¶umero que satisface las siguientes
propiedades:

i) Si F y G se cortan en sentido estricto enP, entonces I P (F \ G) es un entero no
negativo; en caso contrarioI P (F \ G) = 1 .

ii) I P (F \ G) = 0 si y s¶olo si P =2 F \ G. Con lo que I P (F \ G) depende s¶olo de las
componentes deF y G que pasan porP.

iii) Si T es un cambio de coordenadas af¶³n deA2, y T(Q) = P, entonces
I Q(F T \ GT ) = I P (F \ G).

iv) I P (F \ G) = I P (G \ F ).

v) I P (F \ G) ¸ mP (F )mP (G), veri¯c¶andose la igualdad si y s¶olo siF y G no poseen
rectas tangentes comunes enP.
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vi) Si F =
Q

F r i
i , y G =

Q
Gsj

j , entoncesI P (F \ G) =
P

i;j r i sj I P (Fi \ Gj ).

vii) I P (F \ G) = I P (F \ (G + AF )) para cualquier A 2 k[X; Y ].

Demostraci¶on. (Unicidad):

Es su¯ciente dar un procedimiento constructivo para calcular I P (F \ G) utilizando s¶olo
las propiedades(i)-(vii) . Gracias a la propiedad(iii) , podemos suponer queP = (0 ; 0),
y que I P (F \ G) es ¯nito por la propiedad (i) . El caso en el queI P (F \ G) = 0 ya se
ha considerado en(ii) , por lo tanto podemos proceder por inducci¶on; supongamos que
I P (F \ G) = n > 0 y que I P (A \ B ) puede ser calculado siempre queI P (A \ B ) < n . Sean
F (X; 0); G(X; 0) 2 k[X ] de gradosr; s respectivamente. Por(iv) podemos suponer que
r · s.

Caso 1: r = 0. Entonces Y divide a F , por lo tanto F = Y H y por (vi) se tiene
que I P (F \ G) = I P (Y \ G) + I P (H \ G). Si G(X; 0) = X m (a0 + a1X + ¢ ¢ ¢); a0 6= 0, en-
tonces (por(vii), (ii), (vi) y (v) ) I P (Y \ G) = I P (Y \ G(X; 0)) = I P (Y \ X m ) = m. Como
P 2 G; m > 0, entoncesI P (H \ G) < n , y la demostraci¶on por inducci¶on est¶a acabada.

Caso 2: r > 0. Podemos multiplicar F y G por constantes que conviertan aF (X; 0)
y a G(X; 0) en m¶onicos. SeaH = G ¡ X s¡ r F . Entonces I P (F \ G) = I P (F \ H ), y
gr(H (X; 0)) = t < s . Repitiendo este proceso (intercambiando el orden deF y el de
H si t < r ) un n¶umero ¯nito de veces, obtenemos eventualmente un par decurvas A; B
que caen en el caso 1, y que adem¶as veri¯canI P (F \ G) = I P (A \ B ). Esto acaba la
demostraci¶on. ¥

Demostraci¶on. (Existencia):

De la De¯nici¶on 2.2.1 tenemos queI P (F \ G) = dim k (OP (A2)=hF; Gi ). Debemos de-
mostrar que satisface las propiedades(i)-(vii) . Como I P (F \ G) depende s¶olo del ideal de
OP (A2) generado porF y G, esto dar¶a pie a la demostraci¶on de(ii), (iv) y (vii) .

(ii) Supongamos quedim k (OP (A2)=hF; Gi ) = 0, entonces OP (A2) = hF; Gi . Sea pues
f
g 2 O P (A2) tal que f (P )

g(P ) 6= 0, entonces existen f 1
g1

; f 2
g2

2 O P (A2) tales que f
g =

f 1
g1

F + f 2
g2

G, por lo tanto f (P )
g(P ) = f 1 (P )

g1 (P ) F (P) + f 2 (P )
g2 (P ) G(P) 6= 0, con lo que tenemos

que F (P) 6= 0 o G(P) 6= 0. Con esto tenemos queP =2 F \ G.

Ahora supongamos queP =2 F \ G, entoncesF (P) 6= 0 o G(P) 6= 0. Sin p¶erdida
de generalidad supongamos queF (P) 6= 0, entonces F =2 mP (A2). Debido a que
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OP (A2) es un anillo local, tenemos queF es una unidad. Por lo tanto, OP (A2) =
hF i ½ hF; Gi . Con lo que concluimos queOP (A2) = hF; Gi .

(iv) Es claro, puesto quehF; Gi = hG; F i .

(vii) Queremos ver quehF; Gi = hF; G + AF i para cualquier A 2 k[X; Y ]. Es claro que
hF; G + AF i ½ hF; Gi . Sea H 2 hF; Gi , es decir, H = f 1

g1
F + f 2

g2
G, para ciertos

f 1
g1

; f 2
g2

2 O P (A2). Dado que f 2
g2

AF ¡ f 2
g2

AF = 0, sea f 3
g3

= f 1
g1

¡ f 2
g2

A, como g1(P) 6= 0,

y g2(P) 6= 0, entonces g3(P) 6= 0, por lo que f 3
g3

2 O P (A2). Observemos queH =
f 3
g3

F + f 2
g2

(G + AF ), con lo queH 2 hF; G + AF i . Por lo tanto hF; Gi = hF; G + AF i .

(iii) Por la Proposici¶on 1.3.4 sabemos que un cambio de coordenadas a¯nes induce un
isomor¯smo de anillos locales, de donde se concluye(iii) .

Con lo hasta ahora probado, podemos suponer queP = (0 ; 0) y que todas las componentes
deF y G pasan porP. En adelante denotaremos simplemente porO al anillo local OP (A2).

(i) Si F y G no tienen componentes comunes,I P (F \ G) es ¯nito en virtud del Corolario
1.3.1 de la Proposici¶on 1.3.12. SiF y G tienen una componente com¶unH , entonces
hF; Gi ½ hH i , por lo tanto, como consecuencia de la Proposici¶on 1.3.6, existe un
homomor¯smo deO=hF; Gi sobreO=H, e I P (F \ G) ¸ dim k (O=hH i ). Pero O=hH i es
isomorfo aOP (H ) por la Proposici¶on 1.3.13, y tambi¶en tenemos queOP (H ) ¾ ¡( H ),
y dim k ¡( H ) = 1 gracias al Nullstellensatz1, pues siI ½ k[X 1; : : : ; X n ] es un ideal,
entoncesV(I ) es un conjunto ¯nito , k[X 1; : : : ; X n ]=I es unk¡ espacio vectorial de
dimensi¶on ¯nita, y adem¶as, el n¶umero de puntos deV (I ) es· dim k (k[X 1; : : : ; X n ]=I ).

(vi) Para comprobar (vi) , es su¯ciente probar queI P (F \ GH ) = I P (F \ G) + I P (F \ H )
para toda terna F; G; H . Podemos suponer queF y GH no poseen componentes
comunes, ya que, de poseerlas, el resultado ser¶³a evidente.Sea' : O=hF; GH i ¡!
O=hF; Gi el homomor¯smo natural de la Proposici¶on 1.3.6, y de¯namos una apli-
caci¶on k¡ lineal Ã : O=hF; H i ¡! O =hF; GH i haciendo Ã(z) = Gz, donde z 2 O
y las barras indican las clases residuales. En virtud de la Proposici¶on 1.3.15, es
su¯ciente probar que la sucesi¶on

0 O=hF; H i
Ã

O=hF; GH i
'

O=hF; Gi 0

es exacta.
Veri¯caremos queÃ es inyectiva: SiÃ(z) = 0, entoncesGz = uF + vGH , conu; v 2 O .

1 [4] Fulton W., Algebraic Curves, p¶ag. 21.
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Elijamos S 2 k[X; Y ] tal que S(P) 6= 0, Su = A, Sv = B y Sz = C 2 k[X; Y ].
EntoncesG(C ¡ BH ) = AF en k[X; Y ]. Como F y G no tienen factores comunes,F
debe dividir a C ¡ BH , por lo tanto C ¡ BH = DF . Como Sz = C y C = BH + DF ,
entoncesz = ( B=S)H +( D=S)F , por lo tanto z = 0, con lo que Ã es uno a uno. S¶olo
falta ver que ' es epiyectiva.

(v) Sean m = mP (F ); n = mP (G). Sea I el ideal de k[X; Y ] generado por X y
Y . Consideremos el siguiente diagrama de espacios vectoriales y transformaciones
lineales:

k[X; Y ]=I n £ k[X; Y ]=I m Ã
k[X; Y ]=I m+ n '

k[X; Y ]=hI m+ n ; F; Gi

®

0

O=hF; Gi ¼ O=hI m+ n ; F; Gi 0

donde '; ¼ y ® son homomor¯smos naturales de anillos, yÃ est¶a de¯nido por
Ã(A; B ) = AF + BG.
Tenemos que' y ¼ son epiyectivas, pues sif 2 k[X; Y ], y [f ]hI m + n i , [f ]hI m + n ;F;G i

son sus clases residuales enk[X; Y ]=hI m+ n i y k[X; Y ]=hI m+ n ; F; Gi respectivamente,
entonces se tiene que' ([f ]hI m + n i ) = [ f ]hI m + n ;F;G i , con lo cual ' es claramente epiyec-
tivo, y un argumento an¶alogo demuestra que¼ tambi¶en es epiyectivo. Y como
V (I m+ n ; F; G) ½ f Pg, ® es un isomor¯smo en virtud del Corolario 1.3.2.
En el diagrama anterior, el primer rengl¶on es exacto, pues ya vimos que' es epiyecti-
va, y de la de¯nici¶on deÃ se tiene que (' ±Ã)(A; B ) = ' (Ã(A; B )) = ' (AF + BG) =
0 2 k[X; Y ]=hI m+ n ; F; Gi . Esto prueba que

dim(k[X; Y ]=I n ) + dim(k[X; Y ]=I m ) ¸ dim(Ker (' )) ;

veri¯c¶andose el igual si y s¶olo siÃ es uno a uno, y que

dim(k[X; Y ]=hI m+ n ; F; Gi ) = dim(k[X; Y ]=I m+ n ) ¡ dim(Ker (' )) :

Resumiendo todos estos resultados, obtenemos la siguientelista de desigualdades:

I P (F \ G) = dim(O=hF; Gi ) ¸ dim(O=hI m+ n ; F; Gi ) = dim(k[X; Y ]=hI m+ n ; F; Gi )
¸ dim(k[X; Y ]=I m+ n ) ¡ dim(k[X; Y ]=I n ) ¡ dim(k[X; Y ]=I m ) (por la Proposici¶on
1.3.16).
Todo esto prueba queI P (F \ G) ¸ mn, y que I P (F \ G) = mn si y s¶olo si las dos
desigualdades de la lista anterior son igualdades. La primera de dichas desigualdades
es una igualdad si¼ es un isomor¯smo, es decir, siI m+ n ½ hF; GiO . La segunda
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es una igualdad si y s¶olo siÃ es uno a uno. La propiedad(v) es, por lo tanto,
consecuencia del Lema 2.2.1, que enunciaremos y demostraremos enseguida.

¥

Lema 2.2.1. (a) Si F y G tienen tangentes distintas enP, entoncesI t ½ hF; GiO para
t ¸ m + n ¡ 1.

(b) Ã es uno a uno si y s¶olo siF y G poseen tangentes distintas enP.

Demostraci¶on. (a):
SeanL 1; : : : ; L m las tangentes aF en P, M 1; : : : ; M n las tangentes aG. SeaL i = L m

si i > m , M j = M n si j > n , y sea A ij = L 1 ¢: : : ¢L i ¢M 1 ¢: : : ¢M j para todo i; j ¸ 0
(A00 = 1). f A ij j i + j = tg constituye una base del espacio vectorial de todos los
polinomios homog¶eneos de gradot en k[X; Y ].
Por lo tanto, para demostrar (a) , es su¯ciente probar que A ij 2 hF; GiO para todo
i + j ¸ m + n ¡ 1. Pero i + j ¸ m + n ¡ 1 implica que i ¸ m o j ¸ n. Si i ¸ m, es
A ij = Am0B , dondeB es un polinomio homog¶eneo de gradot = i + j ¡ m. F = Am0 + F 0,
donde los t¶erminos deF 0son de grado mayor o igual quem+1. Entonces A ij = BF ¡ BF 0,
donde cada uno de los t¶erminos deBF 0 tienen grado mayor o igual quei + j + 1. Habre-
mos terminado si podemos probar queI t ½ hF; Gi para toda t su¯cientemente grande.
Este hecho es consecuencia del Teorema Nullstellentsatz: sea V(F; G) = f P; Q1; : : : ; Qsg,
y elijamos un polinomio H tal que H (Qi ) = 0, pero H (P) 6= 0 (por la Proposici¶on 1.3.5).
HX; HY 2 I (V (F; G)), por lo tanto ( HX )N ; (HY )N 2 hF; Gi ½ k[X; Y ] para un cierto N .
H N es unidad enO, luego X N ; Y N 2 hF; GiO y por lo tanto I 2N ½ hF; GiO .

Demostraci¶on (b):
Supongamos que las tangentes son distintas y queÃ(A; B ) = AF + BG = 0, es decir, que
AF + BG consta exclusivamente de t¶erminos de grado mayor o igual am + n. Escribamos
A = A r + t¶erminos de grado superior y B = Bs+ : : : , luegoAF + BG = A r Fm + BsGn + : : :
. Entonces debe serr + m = s + n y A r Fm = ¡ BsGn . Pero Fm y Gn no tienen factores
comunes, luegoFm divide a Bs, y Gn divide a A r . Por lo tanto, s ¸ m, r ¸ n, y en
consecuencia (A; B ) = (0 ; 0).

Rec¶³procamente, siL fuera una tangente com¶un aF y a G en P, se tendr¶³aFm = LF 0
m¡ 1,

Gn = LG 0
n¡ 1. Pero entoncesÃ(G0

n¡ 1; ¡ F 0
m¡ 1) = 0 y por lo tanto Ã no ser¶³a inyectiva. ¥

Con el ¯n de simpli¯car los c¶alculos del n¶umero de intersecci¶on, observemos que se
cumplen las siguientes propiedades que nos ayudaran m¶as adelante.



32 2.2. N ¶UMEROS DE INTERSECCI ¶ON

Proposici¶on 2.2.2. Si P es un punto simple deF , entoncesI P (F \ G) = ordF
P (G).

Demostraci¶on. Podemos suponer queF es irreducible. Sig es la imagen deG en OP (F ),
entoncesordF

P (G) = dim k (OP (F )=hgi ) (por la tercera parte de la Proposici¶on 1.3.17).
Como OP (F )=hgi es isomorfo aOP (A2)=hF; Gi (por la Proposici¶on 1.3.13), esta dimensi¶on
esI P (F \ G). ¥

Proposici¶on 2.2.3. Si F y G no poseen componentes comunes, entonces
X

P

I P (F \ G) = dim k (k[X; Y ]=hF; Gi ):

Demostraci¶on. Este resultado es una consecuencia inmediata del Corolario1.3.1 ¥

Para ilustrar c¶omo calcular el n¶umero de intersecci¶on hagamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.2.1. Calculemos I P (E \ F ), donde E = ( X 2 + Y 2)2 + 3X 2Y ¡ Y 3, F =
(X 2 + Y 2)3 ¡ 4X 2Y 2, y P = (0 ; 0). Podemos librarnos de la peor parte deF reemplazando
F por F ¡ (X 2 + Y 2)E con lo que tenemos queF ¡ (X 2 + Y 2)E = Y((X 2 + Y 2)(Y 2 ¡
3X 2) ¡ 4X 2Y) = Y G. Como no disponemos de ning¶un m¶etodo obvio para calcularI P (E \
F ), apliquemos el proceso seguido en la demostraci¶on de la unicidad para ahorrarnos los
t¶erminos en X . ReemplacemosG por G + 3E = Y(5X 2 ¡ 3Y 2 + 4Y 3 + 4X 2Y) = Y H.
Entonces I P (E \ F ) = 2 I P (E \ Y ) + I P (E \ H ). Pero I P (E \ Y ) = I P (X 4 \ Y ) = 4 (por
las propiedades(vii) y (vi) del n¶umero de intersecci¶on), yI P (E \ H ) = mP (E )mP (H ) = 6
(por la propiedad (v) ). Por lo tanto I P (E \ F ) = 14.

Figura 2.1: Gr¶a¯ca de la curva E y en punteado la curva F



CAP ¶ITULO 2. INTERSECCI ¶ON DE CURVAS 33

2.3. Curvas Proyectivas Planas

Se puede extender el concepto de curva af¶³n que aprendimos enla secci¶on 2.1, a curvas
proyectivas planas, simplemente tomando polinomios homog¶eneos enk[X; Y; Z ], en lugar
de cualquier polinomio enk[X; Y ], pero haciendo la misma relaci¶on de equivalencia.

Una curva proyectiva plana es una hipersuper¯cie deP2, excepto que, como en el caso
de las curvas a¯nes, queremos admitir componentes m¶ultiples.

De¯nici¶on 2.3.1. Decimos que dos polinomios homog¶eneosF; G 2 k[X; Y; Z ] son equiva-
lentes si existe un¸ 2 k no nulo, tal que G = ¸F .

Proposici¶on 2.3.1. La relaci¶on arriba de¯nida es de equivalencia.

Demostraci¶on. La demostraci¶on es la misma que la de la Proposici¶on 2.1.1,s¶olo hay que
recalcar que multiplicar un polinomio por una constante¸ no altera el grado ni la homo-
geneidad del polinomio. ¥

De¯nici¶on 2.3.2. Una curva proyectiva plana es una clase de equivalencia de polinomios
homog¶eneos.

De¯nici¶on 2.3.3. De¯nimos el grado de una curva, como el grado de uno de los polinomios
homog¶eneos que la de¯ne.

Las notaciones y convenios de la Secci¶on 2.1, referentes a las curvas a¯nes se trasladan
a las curvas proyectivas: de este modo se habla de componentes simples y m¶ultiples, y se
escribeOP (F ) en lugar de OP (V (F )) para un F irreducible, etc¶etera.

De¯nici¶on 2.3.4. Un ideal I ½ k[X 1; : : : ; X n+1 ] se llamahomog¶eneosi para todo F 2 I ,

lo descomponemos comoF =
mP

i =0
Fi donde lasFi son polinomios homog¶eneos de gradoi ,

entonces tenemos que tambi¶enFi 2 I .

De¯nici¶on 2.3.5. Sea V una variedad proyectiva irreducible de Pn , entonces I (V ) es
un ideal primo, por lo tanto de¯nimos el anillo de coordenadas homog¶eneasde V , que
denotamos por ¡hom (V ), como la anillo residual ¡ hom (V ) = k[X 1; : : : ; X n+1 ]=I (V ); este
anillo por tanto es dominio entero.

SeaF un polinomio homog¶eneo enk[X; Y; Z ], denotamos conF¤ a la deshomogeneizaci¶on
de F en la ¶ultima coordenada, es decir,F¤(X; Y ) = F (X; Y; 1). Observemos que estamos
tomando la parte af¶³n deF .

Podemos considerar aAn como un subconjunto dePn por medio de la aplicaci¶on' n+1 :
An ! Un+1 ½ Pn , donde Un+1 = f (x1; : : : ; xn+1 ) 2 Pn j xn+1 6= 0g, y entonces de¯nimos
' de la haciendo' n+1 (a1; : : : ; an ) = ( a1; : : : ; an ; 1).
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Ahora tomemosV un conjunto algebraico deAn , I = I (V ) ½ k[X 1; : : : ; X n ]. SeaI ¤ el
ideal de k[X 1; : : : ; X n+1 ] generado porf F ¤ j F 2 I g d¶onde F ¤ es la homogeneizaci¶on de
F . I ¤ es un ideal homog¶eneo, y de¯nimosV ¤ como V (I ¤) ½ Pn . A dicha V ¤ construida a
partir de V ½ An se le denomina laclausura proyectiva de V .

De¯nici¶on 2.3.6. De¯nimos el isomor¯smo natural ® : k(V ¤) ! k(V ) de la siguiente ma-
nera: ®(f=g) = f ¤=g¤ dondef; g son polinomios homog¶eneos del mismo grado en ¡hom (V ¤).
Si P 2 V , podemos considerar queP 2 V ¤ por medio de ' n+1 , y entonces® induce un
isomor¯smo de OP (V ¤) en OP (V ). Ordinariamente utilizaremos ® para identi¯car k(V )
con k(V ¤), y OP (V ) con OP (V ¤).

Observemos que siP = ( x; y; 1), entoncesOP (F ) es can¶onicamente isomorfo aO(x;y ) (F¤),
donde F¤ es la curva af¶³n correspondiente.

Los resultados de las secciones anteriores de ¶este cap¶³tulo nos aseguran que la multi-
plicidad de un punto de una curva af¶³n depende s¶olo del anillo local de la curva en dicho
punto, por lo que podemos hacer la siguiente de¯nici¶on.

De¯nici¶on 2.3.7. Si F es una curva proyectiva plana,P 2 Ui (i= 1, 2 ¶o 3), podemos
deshomogeneizarF respecto aX i , y de¯nir la multiplicidad mP (F ) de F enP, por mP (F¤).

Gracias al Teorema 2.1.2 tenemos que la multiplicidad es independiente de la elecci¶on
de Ui , e invariante frente a cambios de coordenadas proyectivas.

La siguiente notaci¶on nos ser¶a ¶util. Si consideramos un conjunto ¯nito de puntos
P1; : : : ; Pn 2 P2, podemos encontrar siempre una rectaL que no pase por ninguno de ellos.
Si F es una curva de gradod, seaF¤ = F=Ld 2 k(P2). Vemos queF¤ depende de la elecci¶on
de L , pero si L 0 fuera otra elecci¶on, entoncesF=L0d = ( L=L 0)dF¤, pero L=L 0 es una unidad
en cadaOPi (P

2).
De la geometr¶³a proyectiva sabemos que siempre es posible encontrar un cambio de

coordenadas proyectivo, tal que la rectaL se transforme en la rectaZ del in¯nito; entonces,
por la identi¯caci¶on natural de k(A2) con k(P2) dada en la De¯nici¶on 2.3.6, estaF¤ es la
misma que la anterior F¤ = F (X; Y; 1).

Si P es un punto simple deF , es decir,mP (F ) = 1, y F es irreducible, entoncesOP (F )
es un Anillo de Valuaci¶on Discreta. ConordF

P designaremos la correspondiente funci¶on de
orden sobrek(F ). Si G es un polinomio homog¶eneo dek[X; Y; Z ], G¤ 2 O P (P2), denotamos
por G¤ a la clase residual deG en OP (F ), de¯nimos ordF

P (G) por ordF
P (G¤).

SeanF; G curvas proyectivas planas,P 2 P2. De¯nimos I P (F \ G), como antes, por
dim k (OP (P2)=hF¤; G¤i ). Este n¶umero es independiente del camino seguido para formar
F¤ y G¤, y satisface las propiedades vistas en las Proposiciones 2.2.1, 2.2.2 y 2.2.3, pero
haciendo ver que en la propiedad(iii) , T ser¶a un cambio de coordenadas proyectivo, y en
(vii) , A ser¶a un polinomio homog¶eneo congr(A) = gr(G) ¡ gr(F ).
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De¯nici¶on 2.3.8. Decimos que la rectaL estangente a la curva F en P, si I P (F \ L ) >
mP (F ). Y decimos queP es unpunto m¶ultiple ordinario de F , si F tiene mP (F ) tangentes
distintas en P.

Lema 2.3.1 (Teorema de Euler 2). Si F es un polinomio homog¶eneo de gradom en
k[X 1; : : : ; X n ]. Entonces

mF =
nX

i =1

X i FX i :

Proposici¶on 2.3.2. SeaF una curva irreducible deP2. Supongamos queI P (F \ Z ) = 1 ,
y P 6= (1 ; 0; 0), entoncesFX (P) 6= 0 .

Demostraci¶on. SeaF 2 k[X; Y; Z ] un polinomio homog¶eneo de gradom, tal que I P (F \
Z ) = 1. Sea P 2 P2 tal que P = ( a; b; c) 6= (1 ; 0; 0). Por el Lema 2.3.1 tenemos que

mF = XF X + Y FY + ZFZ (2.1)

y sabemos que la recta tangente aF en P tiene la siguiente ecuaci¶on

XF X (P) + Y FY (P) + ZFZ (P) = 0 : (2.2)

Como I P (F \ Z ) = 1, entonces P 2 F \ Z , adem¶asF y Z se cortan en sentido estricto,
por lo que Z no puede ser tangente aF en P.

Que P 2 F , implica que F (P) = 0, y al evaluarla la Ecuaci¶on 2.1 enP se obtiene:

aFX (P) + bFY (P) + cFZ (P) = 0 : (2.3)

Como P 2 Z , entoncesP = ( a; b;0) y en la Ecuaci¶on 2.3 se tiene simplemente

aFX (P) + bFY (P) = 0 : (2.4)

Dado que P 6= (1 ; 0; 0), se tiene entonces queb 6= 0. Por lo tanto, de la Ecuaci¶on 2.4
obtenemos

FY (P) =
¡ a
b

FX (P): (2.5)

Supongamos queFX (P) = 0, entonces por la Ecuaci¶on 2.5 tenemos queFY (P) = 0. Por ser
P un punto no singular de F , esto ¶ultimo implica que FZ (P) 6= 0, con lo que la Ecuaci¶on
2.2 quedar¶³a simplemente

ZFZ (P) = 0 :

Lo cual implica que, o bienZ es la recta tangente aF en P, lo que contradice el hecho de
que Z y F se corten en sentido estricto; o bien, queFZ (P) = 0, lo que contradice el hecho
de queP es un punto no singular deF . Por lo tanto, FX (P) 6= 0. ¥

2 [4] Fulton W., Algebraic Curves, p¶ag. 6.
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De¯nici¶on 2.3.9. Dos curvasF y G se dice que sonproyectivamente equivalentessi existe
un cambio de coordenadas proyectivoT tal que G = F T . Todo lo que se diga acerca de
curvas ser¶a lo mismo para dos curvas proyectivamente equivalentes.

Ahora deseamos estudiar todas las curvas de un cierto gradod ¸ 1.

De¯nici¶on 2.3.10. Un conjunto V ½ Pn se denominasubvariedad lineal de Pn si V =
V(H1; : : : ; H r ), donde cadaH i es un polinomio homog¶eneo de grado 1.

Lema 2.3.2. El n¶umero de monomios de gradod en R[X; Y; Z ], para cualquier anillo R
son 1 + 2 + : : : + ( d + 1) = (d+1)( d+2)

2 .

Demostraci¶on. Queremos contar de cu¶antas maneras podemos escoger enteros positivos
0 · ®; ¯; ° · d, de tal manera que® + ¯ + ° = d, pues un monomio enR[X; Y; Z ] ser¶³a
de la forma X ®Y ¯ Z ° . La condici¶on ® + ¯ + ° = d puede traducirse a® + ¯ = d ¡ °
con ° = 0 ; 1; : : : ; d. En el caso° = 0, queremos encontrar dos enteros positivos tales que
®+ ¯ = d ¡ 0 = d, como ® y ¯ pueden variar entre 0 yd, si variamos®, entonces¯ queda
determinada por ¯ = d¡ ®, y por tanto tenemosd+1 posibilidades de escoger®y ¯ para que
®+ ¯ = d. Ahora tomamos° = 1, entonces nuestro problema se reduce a contar, de cu¶antas
maneras podemos tomar dos enteros positivos 0· ®; ¯ · d ¡ 1 tales que®+ ¯ = d ¡ 1, de
nuevo, al variar ®, tenemos quē queda determinada por¯ = d¡ 1¡ ®, con lo que tenemos
d maneras de tomar dichos® y ¯ . Continuando este proceso inductivamente, hasta el caso
en que° = d, entonces buscamos dos enteros positivos® y ¯ tales que®+ ¯ = 0, lo cual
nos obliga a que® = 0 = ¯ , es decir, s¶olo tenemos una manera de elegir® y ¯ , tales que
® + ¯ = 0. Por lo tanto, el n¶umero de monomios de gradod que hay enR[X; Y; Z ] son:
1 + 2 + ::: + ( d + 1) = (d+1)( d+2)

2 . ¥

SeanM 1; : : : ; M N una ordenaci¶on pre¯jada del conjunto de monomios enX; Y; Z de
grado d, donde N = (d+1)( d+2)

2 . Dada una curva F de gradod es siempre posible escoger
a1; : : : ; aN 2 k, no todos nulos, y escribir F =

P
ai M i , haciendo la salvedad de que

(a1; : : : ; aN ) y ( ¸a 1; : : : ; ¸a N ) determinan la misma curva. En otras palabras, a cada curva
F de gradod le corresponde un punto ¶unico dePN ¡ 1 = P

1
2 d(d+3) , y cada punto deP

1
2 d(d+3)

representa una curva ¶unica. Por ejemplo, sid = 2, la c¶onica aX 2 + bXY + cXZ + dY2 +
eY Z + fZ 2 corresponde a (a; b; c; d; e; f) 2 P5; si d = 1, a cada recta aX + bY + cZ le
corresponde el punto (a; b; c) 2 P2, entonces las rectas deP2 constituyen un P2.

Lema 2.3.3. Sea P 2 P2 un punto ¯jo. Entonces el conjunto de curvas de gradod que
contienen a P, forman un hiperplano de P

1
2 d(d+3) .
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Demostraci¶on. Si P = ( x; y; z), entonces la curva correspondiente a (a1; : : : ; aN ) 2 P
1
2 (d+3) d

pasa por P si y s¶olo si
P

ai M i (x; y; z) = 0. Como no todos los M i (x; y; z) = 0, entonces
los (a1; : : : ; aN ) constituyen un hiperplano. ¥

Lema 2.3.4. Si T : P2 ! P2 es un cambio de coordenadas proyectivo, entonces la apli-
caci¶on F 7! F T del conjunto f curvas de gradodg en el conjunto f curvas de gradodg es
un cambio de coordenadas proyectivo deP

1
2 d(d+3) .

Demostraci¶on. La demostraci¶on de queF ! F T es lineal, es la misma que la del lema
anterior; y sabemos que es invertible, ya queF ! F T ¡ 1

es su inversa. ¥

Esto prueba que para todo conjunto de puntos, las curvas de grado d que los contienen
forman una subvariedad lineal deP

1
2 d(d+3) . Como la intersecci¶on den hiperplanos dePn

no es vac¶³a, existe una curva de gradod que pasa por1
2d(d + 3) puntos dados.

Supongamos ahora que ¯jamos un puntoP y un entero r · d + 1. A¯rmamos que
las curvasF de gradod tales quemP (F ) ¸ r forman una subvariedad lineal de dimensi¶on
d(d+3)

2 ¡ r (r +1)
2 . Por el Lema 2.3.4, podemos suponerP = (0 ; 0; 1). RepresentamosF como

suma, F =
P

Fi (X; Y )Z d¡ i , donde Fi es un polinomio homog¶eneo de gradoi . Entonces
mP (F ) ¸ r si y s¶olo si F0 = F1 = : : : = Fr ¡ 1 = 0, es decir, los coe¯cientes de todos
los monomiosX i Y j Z k con i + j < r , son ceros. Y hay 1 + 2 + : : : + r = r (r +1)

2 de tales
coe¯cientes.

De¯nici¶on 2.3.11. SeanP1; : : : ; Pn 2 P2, y r1; : : : ; rn enteros no negativos. Indicamos
con Vd(r1P1; : : : ; rnPn ) = f curvas F de gradod tales quemPi (F ) ¸ r i , i = 1 ; : : : ; ng

Teorema 2.3.1. (1): Vd(r1P1; : : : ; rnPn ) es un subespacio lineal deP
1
2 d(d+3) de dimen-

si¶on ¸ d(d+3)
2 ¡

P r i (r i +1)
2 .

(2): Si d ¸ (
P

r i ) ¡ 1, entoncesdim Vd(r1P1; : : : ; rnPn ) = d(d+3)
2 ¡

P r i (r i +1)
2 .

Demostraci¶on. La a¯rmaci¶on (1) se sigue de la discusi¶on anterior. Podemosprobar (2)
por inducci¶on respecto dem = (

P
r i ) ¡ 1. Podemos suponer quem > 1 y d > 1, ya que

en otro caso es trivial.
Caso 1: Cada r i = 1. Sea Vi = Vd(P1; : : : ; Pi ). Es su¯ciente probar por inducci¶on

que Vn 6= Vn¡ 1. Escojamos rectasL i que pasen porPi pero no porPj , j 6= i , y una L 0 que
no pase por ning¶unPi . EntoncesF = L 1 ¢: : : ¢L n¡ 1L d¡ n+1

0 2 Vn¡ 1, pero F =2 Vn .
Caso 2: Alg¶un r i > 1. Llamemos r = r1 > 1, y P = P1 = (0 ; 0; 1). Sea V0 =

Vd(( r ¡ 1)P; r2P2; : : : ; rnPn ). Para F 2 V0 seaF¤ =
r ¡ 1P

i =0
ai X i Y r ¡ 1¡ i + t¶erminos de grado
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superiores. SeaVi = f F 2 V0 j aj = 0 para j < i g. Entonces tenemosV0 ¾ V1 ¾ : : : ¾
Vr = Vd(r1P1; r2P2; : : : ; rnPn ), por lo tanto bastar¶a probar que Vi 6= Vi +1 , i = 0 ; : : : ; r ¡ 1.

SeaW0 = Vd¡ 1(( r ¡ 2)P; r2P2; : : : ; rnPn ); para F 2 W0, seaF¤ = ai X i Y r ¡ 2¡ i + ¢ ¢ ¢;
SeaWi = f F 2 W0 j aj = 0 para j < i g. Por inducci¶on W0 ! W1 ! W2 ! ¢ ¢ ¢! Wr ¡ 1 =
Vd¡ 1(( r ¡ 1)P; r2P2; : : : ; rnPn ). Si Fi 2 Wi , entoncesFi =2 Wi +1 , y entoncesY Fi 2 Vi , con
Y Fi =2 Vi +1 , y XF r ¡ 2 2 Vr ¡ 1, XF r ¡ 2 =2 Vr . Luego Vi 6= Vi +1 para i = 0 ; : : : ; r ¡ 1, lo que
acaba la demostraci¶on. ¥
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2.4. Teorema fundamental de Max Noether

De¯nici¶on 2.4.1. Un cero-ciclo de P2, es un elemento del grupo abeliano libre sobre el
conjunto de puntos deP2, es decir, es una suma formal

P

P 2 P2
nP P, donde losnP son enteros,

todos cero salvo un n¶umero ¯nito.

De¯niendo as¶³ a los cero-ciclos, es natural entonces dar las siguientes de¯niciones.

De¯nici¶on 2.4.2. De¯nimos el grado del cero-ciclo
P

nP P como la suma de sus coe¯-
cientes:

P
nP .

De¯nici¶on 2.4.3. Decimos que el cero-ciclo
P

nP P es mayor que el cero-ciclo
P

mP P,
y lo denotaremos

P
nP P Â

P
mP P, si cadanP ¸ mP .

Ahora, utilizaremos los conceptos vistos en la secci¶on anterior para de¯nir el ciclo
intersecci¶on.

De¯nici¶on 2.4.4. SeanF y G dos curvas proyectivas planas de gradosm y n respectiva-
mente, y sin componentes comunes. De¯nimos elciclo intersecci¶on por

F ¢G =
X

P 2 P2

I P (F \ G)P:

El Teorema de B¶ezout3 nos asegura queF ¢G es un cero-ciclo positivo de gradomn.
Varias propiedades de los n¶umeros de intersecci¶on se traducen expresivamente a pro-

piedades de los ciclos intersecci¶on. Por ejemplo:F ¢G = G ¢F ; F ¢GH = F ¢G + F ¢H ,
y F ¢(G + AF ) = F ¢G si A es un polinomio homog¶eneo de gradogr(A) = gr(G) ¡ gr(F ).

El Teorema de Max Noether se ocupa del siguiente problema: supongamos queF; G y
H son curvas, yH ¢F Â G ¢F , es decir,H corta a F en un ciclo mayor que el ciclo en que
G corta a F . >Cu¶ando existe una curvaB tal que B ¢F = H ¢F ¡ G ¢F ? Observemos
que se necesitagr(B ) = gr(H ) ¡ gr(G).

Para encontrar una curva B , bastar¶³a con encontrar polinomios homog¶eneosA y B
tales queH = AF + BG, con lo que se tendr¶³a queH ¢F = BG ¢F = B ¢F + G ¢F .

De¯nici¶on 2.4.5. SeanP 2 P2, F y G curvas sin componentes comunes que pasen por
P, y H otra curva. Diremos quese satisfacen las condiciones de Noether enP (respecto
de F; G y H ), si H¤ 2 hF¤; G¤i ½ O P (P2), es decir, si existena; b 2 O P (P2) tales que
H¤ = aF¤ + bG¤.

3 [13] Silverman P., Rational Points on Elliptic Curves , Ap¶endice 4, p¶ag. 242{251.
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Proposici¶on 2.4.1. SeanF; G; H curvas planas,P 2 F \ G. Las condiciones de Noether
se veri¯can en P si una de las siguientes a¯rmaciones es cierta:

(1) F y G se cortan transversalmente enP, y P 2 H .

(2) P es un punto simple deF , y I P (H \ F ) ¸ I P (F \ G).

(3) F y G poseen tangentes distintas enP, y mP (H ) ¸ mP (F ) + mP (G) ¡ 1.

Demostraci¶on. (2): I P (H \ F ) ¸ I P (F \ G) implica que ordF
P (H ) ¸ ordF

P (G), por lo tanto
H ¤ 2 hG¤i ½ O P (F ). Como OP (F )=hG¤i »= OP (P2)=hF¤; G¤i (gracias a la Proposici¶on
1.3.13), la clase residual deH¤ en OP (P2)=hF¤; G¤i es cero, como quer¶³amos.

(3): Supongamos queP = (0 ; 0; 1), y mP (H¤) ¸ mP (F¤) + mP (G¤) ¡ 1. Usando el
Lema 2.2.1 con su notaci¶on, tenemos queH¤ 2 I t , t ¸ m+ n¡ 1. Y en dicho lema probamos
precisamente queI t ½ hF¤; G¤i ½ O P (P2) si t ¸ mP (F ) + mP (G) ¡ 1.

(1): Es un caso particular de (2) y (3). ¥

Lema 2.4.1. Sean F; G; H curvas proyectivas planas;F y G sin componentes comunes.
Sea ¡ = k[X; Y; Z ]=hF; Gi . La aplicaci¶on ® : ¡ ! ¡ de¯nida por ®(H ) = ZH (donde las
barras designan las clases m¶odulohF; Gi ) es uno a uno.

Demostraci¶on. Tenemos que probar que siZH = AF + BG, entoncesH = A0F + B 0G
para ciertos A0; B 0. Para todo J 2 k[X; Y; Z ], designemos temporalmente aJ (X; Y; 0)
simplemente por J0. Como F; G y Z no tienen ceros comunes, entoncesF0 y G0 son
primos relativos en k[X; Y ].

Si ZH = AF + BG, entonces (ZH )0 = 0 = ( AF + BG)0 = A0F0 + B0G0, de donde
A0F0 = ¡ B0G0, y por lo tanto B0 = F0C y A0 = G0C para un cierto C 2 k[X; Y ]. Sean
A1 = A + CG; B1 = B ¡ CF . Como (A1)0 = ( B1)0 = 0, tendremos que A1 = ZA 0 y
B1 = ZB 0 para ciertos A0; B 0. Como ZH = A1F + B1G, hemos probado entonces que
H = A0F + B 0G. ¥

Ahora estamos provistos de herramientas para enunciar y probar el teorema de Noether,
que relaciona las condiciones locales y las globales.

Teorema 2.4.1 (Fundamental de Max Noether). Sean F; G; H curvas proyectivas
planas. Se supone queF y G no tienen componentes comunes. Existe una ecuaci¶on
H = AF + BG (con A; B polinomios homog¶eneos de gradosgr(A) = gr(H ) ¡ gr(F )
y gr(B ) = gr(H ) ¡ gr(G) respectivamente) si y s¶olo si las condiciones de Noether se
satisfacen en cada puntoP 2 F \ G.
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Demostraci¶on. Si H = AF + BG, entoncesH¤ = A¤F¤ + B¤G¤ en todo P. Para probar
el rec¶³proco, podemos suponer, mediante un cambio de coordenadas proyectivo, si es nece-
sario, queV(F; G; Z ) = ? . Las condiciones de Noether dicen que la clase residual deH¤

en OP (P2)=hG¤; F¤i es cero en todoP 2 F \ G. Esto prueba, en virtud de la Proposici¶on
1.3.12, que la clase residualH¤ es cero enk[X; Y ]=hF¤; G¤i , es decir,H¤ = aF¤ + bG¤, con
a; b2 k[X; Y ]. Entonces al homogeneizar tenemosZ r H = AF + BG para ciertos A; B; r .
Pero en el Lema 2.4.1 hemos visto que la multiplicaci¶on porZ es una aplicaci¶on uno a
uno en k[X; Y; Z ]=hF; Gi , por lo tanto H = A0F + B 0G para ciertos A0; B 0. Si A0 =

P
A0

i ,
y B 0 =

P
B 0

i , con A0
i ; B 0

i polinomios homog¶eneos de gradoi , entoncesH = A0
sF + B 0

t G,
s = gr(H ) ¡ gr(F ), t = gr(H ) ¡ gr(G). ¥

Corolario 2.4.1. Si se cumple alguna de las siguientes condiciones

i) F y G se cortan en un n¶umero de puntos distintos igual agr(F ) ¢gr(G), y H pasa
por estos puntos.

ii) Todos los puntos deF \ G son puntos simples deF , y H ¢F Â G ¢F ,

Entonces existe una curvaB tal que B ¢F = H ¢F ¡ G ¢F .

Ahora veremos algunas consecuencias interesantes del Teorema de Max Noether. Como
no nos ser¶an necesarias en cap¶³tulos posteriores, las demostraciones ser¶an breves.

Proposici¶on 2.4.2. SeanC; C0 c¶ubicas,C0¢C =
9P

i =1
Pi ; supongamos queQ es una c¶onica,

y que Q ¢C =
6P

i =1
Pi . Si P1; : : : ; P6 son puntos simples deC, entonces P7; P8; P9 est¶an

alineados.

Demostraci¶on. Se consideranF = C, G = Q, H = C0 en el Corolario 2.4.1. ¥

Corolario 2.4.2. (Pascal): Si un hex¶agono est¶a inscrito en una c¶onica irreducible, en-
tonces los lados opuestos se cortan en puntos colineales.

Demostraci¶on. SeanC tres lados, C0 los tres lados opuestos,Q la c¶onica, y apl¶³quese la
Proposici¶on 2.4.2. ¥

Corolario 2.4.3. (Pappus): SeanL 1; L 2 dos rectas;P1; P2; P3 2 L 1, Q1; Q2;
Q3 2 L 2 (ninguno de estos puntos se encuentra sobreL 1 \ L 2). Sea L ij la recta que une
Pi y Qj . Para cada i; j; k con f i; j; k g = f 1; 2; 3g, sea Rk = L ij ¢L ji . Entonces R1; R2 y
R3 est¶an alineados.
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Figura 2.2: Teorema de Pascal

Figura 2.3: Teorema de Pappus

Demostraci¶on. Las dos rectas forman una c¶onica, y la demostraci¶on es id¶entica a la del
Corolario 2.4.2. ¥



Cap¶³tulo 3

Modelos no singulares

3.1. Aplicaciones racionales

De¯nici¶on 3.1.1. Sea V un conjunto algebraico irreducible de Pn1 £ ¢ ¢ ¢ £Pn r £ Am .
Todo subconjunto abierto X de V se denominavariedad. X posee la topolog¶³a de Zariski
inducida por V .

Si U es un subconjunto abierto deX , entoncesU es tambi¶en abierto enV , por lo tanto
U es tambi¶en una variedad. Diremos queU es unasubvariedad abiertade X .

De¯nici¶on 3.1.2. Si Y es un subconjunto cerrado deX , diremos queY es irreducible si
Y no es uni¶on de dos subconjuntos propios cerrados.

Una Y como la de¯nida se denomina simplementesubvariedad cerradade X .

Lema 3.1.1. Sean cualesquiera subconjuntos abiertosU1; U2 no vac¶³os de una variedad
V , entoncesU1 \ U2 6= ? .

Demostraci¶on. Supongamos queU1 \ U2 = ? , entonces los cerradosV ¡ U1 y V ¡ U2

forman una descomposici¶on deV en uni¶on de dos subconjuntos propios cerrados, es decir,
(V ¡ U1) [ (V ¡ U2) = V ¡ (U1 \ U2) = V lo cual contradice queV es irreducible. ¥

Lema 3.1.2. Todo subconjunto abierto no vac¶³oU de una variedadV , es denso enV .

Demostraci¶on. SeaU la cerradura topol¶ogica deU, es decir

U =
\

U½W¸

W¸

donde losW¸ son subconjuntos cerrados deV . Entonces el abiertoV ¡ U no interseca aU,
pero por el Lema 3.1.1, la intersecci¶on es no vac¶³a, por lo que no puede haber dicho abierto
V ¡ U, entoncesV ¡ U = ? ) U = V . ¥

43
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De¯nici¶on 3.1.3. SeaX una variedad, U un subconjunto abierto no vac¶³o deX . Desig-
namos por ¡(U;OX ), o simplemente ¡(U), al conjunto de funciones racionales sobreX que
est¶an de¯nidas en cada uno de los puntosP 2 U : ¡( U) =

T
P 2 U OP (X ).

Observemos que con esta de¯nici¶on, ¡(U) es un subanillo dek(X ), y si U0 ½ U, entonces
¡( U) ½ ¡( U0). Notemos que siU = X es una variedad af¶³n, entonces ¡(X ) es el anillo
coordenado deX , por lo tanto nuestra notaci¶on es consistente.

Si z 2 ¡( U), z determina una funci¶on k-valuada sobreU: pues siP 2 U, z 2 O P (X ),
y z(P) est¶a bien de¯nido.
Sea= (U; k) el anillo de todas las funcionesk-valuadas sobreU. La aplicaci¶on que asocia
una funci¶on a cadaz 2 ¡( U) es un homomor¯smo del anillo ¡(U) en el anillo = (U; k).

Lema 3.1.3. SeaU un subconjunto abierto de una variedadX . Si z 2 ¡( U), y z(P) = 0
para todo P 2 U, entoncesz = 0 .

Demostraci¶on. Sea z 2 ¡( U) tal que z(P) = 0 para todo P 2 U, entonces el conjunto
V (z) = f P 2 V j z(P) = 0 g es un conjunto cerrado enV pues es una subvariedad deV ,
con lo que tenemos queU ½ V (z) ½ V ; y por el Lema 3.1.2 sabemos queU es un conjunto
denso enV , entoncesV es el cerrado m¶as peque~no que contiene aU pues es su cerradura
topol¶ogica, por lo tanto, V (z) = V , lo cual implica que z = 0. ¥

Si ' : X ! Y es una funci¶on entre conjuntos, componiendo con' se obtiene el
homomor¯smo de anillos e' : = (Y; k) ! = (X; k ); es decir, e' (f ) = f ± ' . Esto nos motiva a
la siguiente de¯nici¶on.

De¯nici¶on 3.1.4. Sean X; Y variedades. Un mor¯smo de X en Y es una funci¶on' :
X ! Y tal que:

(1) ' es continua.

(2) Para todo conjunto abierto U de Y , si f 2 ¡( U;OY ), entonces e' (f ) = f ± ' 2
¡( ' ¡ 1(U); OX ).

Un isomor¯smo entre X y Y es un mor¯smo ' uno a uno deX sobre Y , tal que ' ¡ 1 es
un mor¯smo.

Una variedad isomorfa a una subvariedad cerrada de un ciertoAn (o bien Pn ) se denom-
inar¶a variedad af¶³n (respectivamentevariedad proyectiva). Cuando escribimos \X ½ An

es una variedad af¶³n", querremos indicar queX es una subvariedad cerrada deAn , mien-
tras que si decimos solamente \X es una variedad af¶³n"querremos signi¯car queX es una
variedad en el sentido general de la De¯nici¶on 3.1.1, pero que existe un isomor¯smo deX
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a una subvariedad cerrada de un ciertoAn . Una observaci¶on semejante es v¶alida para las
variedades proyectivas.

Proposici¶on 3.1.1. Sean X y Y variedades a¯nes. Existe una correspondencia natural
uno a uno, entre mor¯smos ' : X ! Y , y homomor¯smos de anillos e' : ¡( Y ) ! ¡( X ).
Si X ½ An ; Y ½ Am , un mor¯smo de X en Y coincide con una aplicaci¶on polin¶omica.

Demostraci¶on. Podemos suponer queX ½ An ; Y ½ Am son subvariedades cerradas de un
espacio af¶³n. La proposici¶on se sigue de las siguientes consideraciones: (i) una aplicaci¶on
polin¶omica es un mor¯smo; (ii) un mor¯smo ' induce un homomor¯smo e' : ¡( Y ) ¡!
¡( X ); (iii) todo e' : ¡( Y ) ¡! ¡( X ) est¶a inducido por una aplicaci¶on polin¶omica ¶unica de
X en Y gracias a la Proposici¶on 1.2.1; (iv) y todas estas operaciones son compatibles. ¥

Proposici¶on 3.1.2. SeaV una variedad af¶³n, yf 2 ¡( V ) con f 6= 0 . SeaVf = f P 2 V j
f (P) 6= 0g, una variedad abierta deV . Entonces

(1) ¡( Vf ) = ¡( V )[1=f ] = f a=f n 2 k(V ) j a 2 ¡( V ); n 2 Zg.

(2) Vf es una variedad af¶³n.

Demostraci¶on. Podemos suponer queV ½ An , seanI = I (V ); ¡( V ) = k[X 1; : : : ; X n ]=I .
Tomemos laF 2 k[X 1; : : : ; X n ] tal que su I ¡ clase residualF seaf .

(1): Seaz 2 ¡( Vf ): El conjunto de polos dez esV (J ), donde J = f G 2 k[X 1; : : : ; X n ] j
Gz 2 ¡( V )g (como en la demostraci¶on de la Proposici¶on 1.3.1). ComoV (J ) ½ V (F ),
F N 2 J para un cierto N , por el teorema de Nullstellensatz. Luegof N z = a 2 ¡( V ),
por lo tanto z = a=f n 2 ¡( V )[1=f ]. La otra inclusi¶on es obvia.

(2): Deseamos \empujar los ceros deF al in¯nito". Consideremos al ideal I 0 generado
por I y por X n+1 F ¡ 1 en k[X 1; : : : ; X n+1 ], seaV 0 = V (I 0) ½ An+1 .

Sea® : k[X 1; : : : ; X n+1 ] ¡! ¡( Vf ) de¯nida de la siguiente manera:®(X i = X i ) si
i · n, y ®(X n+1 ) = 1 =f . Seg¶un la parte (1) tenemos que® es exhaustiva, y es claro
que Ker (®) = I 0. En particular I 0 es primo, por lo tanto V 0 es una variedad, y®
induce un isomor¯smo ® : ¡( V 0) ¡! ¡( Vf ).

La proyecci¶on (X 1; : : : ; X n+1 ) 7! (X 1; : : : ; X n ) de An+1 en An induce un mor¯smo
' : V 0 ¡! Vf . El mor¯smo ' es uno a uno y exhaustivo, ye' = ( ®)¡ 1. Si W =
V (G®(X 1; : : : ; X n+1 )) \ V 0es cerrado enV 0, entonces tenemos que el conjunto' (W ) =
V (F N G®(X 1; : : : ; X n ; 1=F)) \ Vf , es cerrado enVf , donde N > gr (G®), de donde
resulta que ' ¡ 1 es un mor¯smo, y por lo tanto, un isomor¯smo.

¥
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Proposici¶on 3.1.3. Sea X una variedad, P; Q 2 X , entonces existe un conjunto af¶³n
abierto V de X que contiene aP y a Q.

Demostraci¶on. SeaX una variedad, entonces existeV variedad algebraica tal queX ½ V,
y X es abierto enV , por lo tanto V nX es cerrado enV . P; Q 2 X si P; Q =2 V nX . Por
la Proposici¶on 1.3.5 sabemos que existe un polinomioF , tal que F (R) = 0 si R 2 V n X ,
y F (P) 6= 0, F (Q) 6= 0. Sea f la imagen deF en ¡( V ).

SeaVf = f P 2 V j f (P) 6= 0g ½ X , y P; Q 2 Vf . Por la Proposici¶on 3.1.2,Vf es
una variedad af¶³n abierta deV , y como est¶a contenida enX , Vf es abierto enX (por la
topolog¶³a inducida). ¥

Proposici¶on 3.1.4. Sea X una variedad, P; Q dos puntos distintos deX . Existe una
f 2 k(X ) de¯nida en P y en Q, con f (P) = 0 , f (Q) 6= 0 . Por lo tanto f 2 mP (X ),
f =2 O Q(X ). Todos los anillos localesOP (X ), P 2 X , son distintos.

Demostraci¶on. Por la Proposici¶on 3.1.3 sabemos que existeW variedad af¶³n abierta deX
tal que P; Q 2 W . Dado que ¡(W ) =

T

P 2 W
OP (X ), si z 2 ¡( W ), entoncesz est¶a de¯nida

en P y en Q, es decir, siz = f=g, entoncesg(P) 6= 0, y g(Q) 6= 0, con f; g 2 ¡( V ), donde
X ½ V, y V es variedad irreducible. Por la Proposici¶on 1.3.5 existeH 2 k[X 1; : : : ; X n ]
tal que H (P) = 0, y H (Q) 6= 0, entonces H =2 I (V ).

Seah = H 2 ¡( V ), entoncesh=g 2 k(X ), y h
g (P) = h(P )

g(P ) = 0, y h(Q)
g(Q) 6= 0, es decir,

f = h=g es tal quef (P) = 0, y f (Q) 6= 0. ¥

Proposici¶on 3.1.5. Si V ½ A, W ½ B son subvariedades cerradas, entoncesV £ W es
una subvariedad cerrada deA £ B .

Demostraci¶on. Como V es una subvariedad cerrada deA, quiere decir queV es el conjunto
de ceros de ciertos polinomios (a saber, aquellos que est¶anen el ideal I (V )), y adem¶as es
irreducible. Lo an¶alogo paraW , con lo cual concluimos queV £ W es el conjunto de ceros
de los polinomios del idealI (V ) £ I (W ), con lo cual es un conjunto algebraico, s¶olo falta
ver que es irreducible.
Supongamos queV £ W = Z1 [ Z2, donde Z i es cerrado enA £ B . SeaUi = f y 2 W j
V £ f yg * Z i g. Tenemos queV £ f yg es irreducible, pues es isomorfo aV , entonces
U1 \ U2 = ? , pero Ui es abierto enB pues siF®(X; Y ) es el conjunto de polinomios que
de¯nen a Z1, donde X = X 1; : : : ; X n y Y = Y1; : : : ; Ym . Si y 2 U1, entonces para alg¶un
® y alg¶un x 2 V , F®(x; y) 6= 0. Sea G®(Y ) = F®(x; Y ). Entonces f y0 2 W j G®(y0) 6= 0g
es una vecindad abierta dey en U1, por lo tanto U1 es abierto. El mismo argumento sirve
para ver queU2 es abierto.
Por lo tanto, como cadaUi es abierto y no se intersecan, al serW una variedad nos implica
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que por lo menos uno de losUi es vac¶³o (sin p¶erdida de generalidad, digamos queU1 = ? ),
y entoncesV £ W ½ Z1, con lo cual tenemos queV £ W es irreducible. ¥

Proposici¶on 3.1.6. Sean X; Y abiertos en V ½ A y W ½ B respectivamente, donde
V; W; A; B son como en la proposici¶on anterior. Entonces se cumplen las siguientes a¯r-
maciones:

(1) Las proyecciones ¼1 : X £ Y ! X , y ¼2 : X £ Y ! Y son mor¯smos.

(2) Si f : Z ! X , g : Z ! Y son mor¯smos, entonces(f; g ) : Z ! X £ Y de¯nida por
(f; g )(z) = ( f (z); g(z)) es un mor¯smo.

(3) Si f : X 0 ! X , g : Y 0 ! Y son mor¯smos, entoncesf £ g : X 0£ Y 0 ! X £ Y
de¯nida por (f £ g)(x0; y0) = ( f (x0); g(y0)) es un mor¯smo.

(4) La diagonal 4 X = f (x; y) 2 X £ X j y = xg es una subvariedad cerrada deX £ X , y
la aplicaci¶on diagonal±X : X ! 4 X de¯nida por ±X (x) = ( x; x ) es un isomor¯smo.

Demostraci¶on. (1): SeaU ½ X un subconjunto abierto de X , entonces¼¡ 1
1 (U) = U £ Y

que es abierto enX £ Y , y por tanto ¼1 es continua, de manera an¶aloga se muestra que
¼2 tambi¶en es continua. Ahora seaf 2 ¡( U;OX ), entonces f est¶a de¯nida en todo U,
queremos mostrar quee¼1(f ) = f ± ¼1 est¶a de¯nida en todo ¼¡ 1

1 (U) = U £ Y ; pero
e¼1(f )(x; y) = ( f ± ¼1)(x; y) = f (x) es una funci¶on que va deU £ Y en k, por lo que e¼1(f )
est¶a de¯nida en todo U £ Y porque f lo est¶a enU, por lo tanto ¼1 es un mor¯smo. El
mismo argumento muestra que¼2 tambi¶en lo es.
(2): Sea U1 £ U2 un abierto en X £ Y , entonces (f; g )¡ 1(U1 £ U2) = f ¡ 1(U1) [ g¡ 1(U2)
que es abierto enZ puesf; g son continuas, por lo tanto (f; g ) es tambi¶en continua. Sea
' 2 ¡( U1 £ U2; OX £ Y ), entonces' est¶a de¯nida para todo P 2 U1 £ U2, nos ¯jamos en un
punto P0 2 f ¡ 1(U1) [ g¡ 1(U2), entonces ](f; g )( ' )(P0) = ( ' ±(f; g ))( P0) = ' (( f (P0); g(P0)))
y como ' est¶a de¯nida en (f (P0); g(P0)) 2 U1 £ U2 entonces ](f; g )( ' ) 2 ¡( f ¡ 1(U) [
g¡ 1(U2); OZ ), por lo tanto ( f; g ) es mor¯smo.
(3): Descompongamos la aplicaci¶on

X 0£ Y 0 f £ g
X £ Y
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en lo siguiente:

X 0
f

X

X 0£ Y 0

¼1

¼2

f £ g
X £ Y

Y 0
g Y

entonces, aplicando el inciso (2) de ¶esta proposici¶on, tenemos que

f £ g = ( f ±¼1; g ±¼2)

que ya mostramos que es un mor¯smo.
(4): La diagonal 4 X es un conjunto algebraico, puesto queX es una variedad, entoncesX
es el conjunto de ceros def ® 2 k[X 1; : : : ; X n ], entonces podemos ver a este conjunto c¶omo
F® 2 k[X 1; : : : ; X n ; Y1; : : : ; Yn ], donde losf ® son los polinomiosF® vistos como polinomios
valuados s¶olo en las primerasX 1; : : : ; X 2 variables, y entonces4 X es el conjunto de ceros
de F® ¡ G® d¶onde losG® son los polinomiosf ® vistos como polinomios en las variables
X 1; : : : ; X n ; Y1; : : : ; Yn , pero s¶olo valuados en las variablesY1; : : : ; Yn , por lo tanto 4 X es
una subvariedad cerrada deX £ X .
Por el inciso (2) de esta proposici¶on,±X es un mor¯smo, pues viene de considerar dos veces
idX : X ¡! X , por tanto ±X = ( idX ; idX ) que ya mostramos que es un mor¯smo; y la
proyecci¶on ¼1 : X £ X ¡! X es la inversa de±X que ya mostramos tambi¶en que es un
mor¯smo, por lo tanto ±X es un isomor¯smo. ¥

Corolario 3.1.1. Si f; g : X ! Y son mor¯smos de variedades, entoncesf x 2 X j
f (x) = g(x)g es cerrado enX . Si f y g coinciden sobre un conjunto denso enX , entonces
f = g.

Demostraci¶on. Por los incisos (3) y (4) de la proposici¶on anterior, tenemos quef x 2 X j
f (x) = g(x)g = ( f £ g)¡ 1(4 Y ), que ya mostramos que es una subvariedad cerrada isomorfa
a X . Entonces, sif y g coinciden en un conjunto denso enX , entonces por el Lema 3.1.2,
ese conjunto denso es un abierto no vac¶³o deX , su complemento enX es un cerrado que
es una subvariedad, y ya vimos que el conjunto en donde coinciden es isomorfo aX . ¥

Proposici¶on 3.1.7. Sean X; Y a¯nes, y f : X ¡! Y un mor¯smo de variedades. En-
tonces f (X ) es denso enY si y s¶olo si ef : ¡( Y ) ! ¡( X ) es uno a uno.
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De¯nici¶on 3.1.5. Sean X; Y variedades. Decimos que dos mor¯smosf i : Ui ¡! Y
(i = 1 ; 2) de subvariedades abiertasUi ½ X est¶an relacionadas si sus restricciones a
U1 \ U2 coinciden, es decir

f 1 » f 2 () f 1 jU1 \ U2 = f 2 jU1 \ U2

Proposici¶on 3.1.8. La relaci¶on de la De¯nici¶on 3.1.5 es de equivalencia.

Demostraci¶on. La re°exividad y la simetr¶³a son inmediatas, para ver que es transitiva
consideremos queU1 \ U2 es denso por los Lemas 3.1.1 y 3.1.2; entonces, por el Corolario
3.1.1, toda f i est¶a determinada por su restricci¶on sobreU1 \ U2. Entonces, si f 1 » f 2 y
f 2 » f 3, entonces, el abiertoU1 \ U2 \ U3 es denso y por tanto,f 1; f 2; f 3 est¶an determinadas
por su restricci¶on enU1 \ U2 \ U3, con lo que son iguales en ese abierto, lo que implica que
f 1 » f 3. ¥

De¯nici¶on 3.1.6. Llamamos aplicaci¶on racional a una clase de equivalencia de los mor-
¯smos de X en Y relacionados como en la De¯nici¶on 3.1.5.

De¯nici¶on 3.1.7. El dominio de una aplicaci¶on racional es la uni¶on de todas las subvarie-
dades abiertasU® de X tales que alg¶unf ® : U® ¡! Y pertenece a la clase de equivalencia
de la aplicaci¶on racional.

Observaci¶on 3.1.1. Si U es el dominio de una aplicaci¶on racional, la funci¶onf : U ¡! Y
de¯nida por f jU® = f ® es un mor¯smo perteneciente a la clase de equivalencia de la
aplicaci¶on; todo mor¯smo equivalente es una restricci¶on de f . As¶³, una aplicaci¶on racional
de X en Y puede tambi¶en de¯nirse como un mor¯smof de una subvariedad abiertaU ½ X
en Y tal que f no puede extenderse a un mor¯smo de alg¶un subconjunto abierto mayor de
X en Y .

De¯nici¶on 3.1.8. Una aplicaci¶on racional deX en Y se llamadominante si f (U) es denso
en Y , donde f : U ! Y es un mor¯smo representante de la aplicaci¶on.

Dado quef est¶a determinado por su restricci¶on, entonces el mor¯smof de la de¯nici¶on
de arriba es independiente deU.

De¯nici¶on 3.1.9. Si A y B son anillos locales, yA es un subanillo deB , diremos queB
domina a A si el ideal maximal deB contiene al ideal maximal deA; es decir simA ½ mB .

Proposici¶on 3.1.9. (1) SeaF una funci¶on racional dominante deX en Y . Sean U ½
X; V ½ Y subconjuntos a¯nes abiertos.f : U ¡! Y un mor¯smo que represente
a F . Entonces la aplicaci¶on inducida ef : ¡( V ) ¡! ¡( U) es uno a uno, as¶³ queef
se extiende a un homomor¯smo uno a uno dek(Y ) = k(V ) en k(X ) = k(U). Este
homomor¯smo es independiente de la elecci¶on def , y se designaeF .
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(2) Si P pertenece al dominio deF , y F (P) = Q, entoncesOP (X ) domina a eF (OQ(Y )) .
Rec¶³procamente, siP 2 X; Q 2 Y y OP (X ) domina a eF (OQ(Y )) , entonces P
pertenece al dominio deF , y F (P) = Q.

(3) Todo homomor¯smo de k(Y ) en k(X ) viene inducido por una aplicaci¶on dominante
¶unica de X en Y .

Demostraci¶on. La demostraci¶on de (1) es consecuencia de la Proposici¶on 3.1.7. S¶olo hay
que destacar quek(X ) = k(U) puesto queU es un abierto m¶aximo gracias a la Observaci¶on
3.1.1.

(2): Si OP (X ) domina a eF (OQ(Y )), consideremos vecindades a¯nesV de P, W de Q.
Sea ¡(W ) = k[y1; : : : ; yn ]. Entonces eF (yi ) = ai b¡ 1

i , con ai ; bi 2 ¡( V ), y bi (P) 6= 0. Si
hacemosb = b1 ¢b2 ¢: : : ¢bn , entonces eF (¡( W )) ½ ¡( Vb) gracias a la Proposici¶on 3.1.2, luego
eF : ¡( W ) ¡! ¡( Vb) est¶a inducida por un mor¯smo ¶unico f : Vb ¡! W por la Proposici¶on
3.1.1. Si g 2 ¡( W ) se anula enQ, entonces eF (g) se anula enP, de donde resulta que
f (P) = Q.

(3): Podemos suponerX y Y a¯nes. Entonces como en (2), si' : k(Y ) ¡! k(X ),
' (¡( Y )) ½ ¡( X b) para alg¶un b 2 ¡( X ), luego ' est¶a inducido por un mor¯smo f que va de
X b a Y . Seg¶un la Proposici¶on 3.1.7,f (X b) es denso enY puesto que ef es uno a uno. ¥

De¯nici¶on 3.1.10. Una aplicaci¶on racional F : X ! Y se dice que esbirracional si
existen conjuntos abiertosU ½ X; V ½ Y, y un isomor¯smo f : U ! V que represente a
F .

De¯nici¶on 3.1.11. Decimos queX y Y son birracionalmente equivalentessi existe una
aplicaci¶on birracional deX en Y .

Ser birracionalmente equivalente es una relaci¶on de equivalencia. Por ejemplo, una
variedad es birracionalmente equivalente a toda subvariedad abierta de s¶³ misma.An y Pn

son birracionalmente equivalentes.

Proposici¶on 3.1.10. Dos variedades son birracionalmente equivalentes si y s¶olo si sus
campos de funciones son isomorfos.

Demostraci¶on. Como k(U) = k(X ) para toda subvariedad abierta U de X , variedades
birracionalmente equivalentes poseen campo de funciones isomorfos.

Rec¶³procamente, por hip¶otesis' : k(X ) ! k(Y ) es un isomor¯smo. Podemos suponer
que X y Y son a¯nes. Entonces' (¡( X )) ½ ¡( Yb) para un cierto b 2 ¡( Y ), y tambi¶en
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' ¡ 1(¡( Y )) ½ ¡( X d) para alg¶un d 2 ¡( X ), como en la demostraci¶on de la Proposici¶on 3.1.9.
Entonces la restricci¶on de' es un isomor¯smo de ¡((X d) ' ¡ 1 (b) ) sobre ¡(( Yb) ' (d) ). Luego
(X d) ' ¡ 1 (b) es isomorfo a (Yb) ' (d) , como quer¶³amos. ¥

Corolario 3.1.2. Toda curva es birracionalmente equivalente a una curva plana.

Demostraci¶on. Si V es una curva,k(V ) = k(x; y) para ciertos x; y 2 k(V ). SeaI el n¶ucleo
del homomor¯smo natural de k[X; Y ] sobre k[x; y] ½ k(V ). Entonces I es primo, luego
V 0 = V(I ) ½ A2 es una variedad. Como ¡(V 0) = k[X; Y ]=I es isomorfo ak[x; y], se tiene
que k(V 0) es isomorfo ak(x; y) = k(V ). Luego dim(V 0) = 1, y por tanto V 0 es una curva
plana. ¥

De¯nici¶on 3.1.12. Una variedad se llamaracional si es birracionalmente equivalente a
An (o Pn ) para un cierto n.
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3.2. Modelos no-singulares de curvas

Como vimos en la De¯nici¶on 2.1.7, un puntoP de una curvaC se dice que es un punto
simple, siOP (C) es un anillo de valuaci¶on discreta. Consideramos queordP

C u ordP designa
a la funci¶on orden sobrek(C) de¯nida por OP (C) como en la De¯nici¶on 1.1.5. Diremos
que C esno-singular si cada punto deC es simple.

De¯nici¶on 3.2.1. SeaK un campo que contenga ak. Diremos que un anillo localA es un
anillo local de K , si A es un subanillo deK , A contiene ak y K es el campo de cocientes
de A.

Como ejemplo de anillo local de un campo tenemos el siguiente: Si V es una variedad,
P 2 V , entoncesOP (V ) es el anillo local dek(V ).

De¯nici¶on 3.2.2. Un anillo de valuaci¶on discreta deK , es un AVD que adem¶as es un
anillo local de K .

Teorema 3.2.1. SeaC una curva proyectiva, K = k(C). Supongamos queL es un campo
que contiene aK , y R es un anillo de valuaci¶on discreta deL , tal que K * R. Entonces
existe un punto ¶unicoP 2 C tal que R domina a OP (C).

Demostraci¶on. (Unicidad):
Si R domina a OP (C) y a OQ(C), elijamos f 2 mP (C), 1=f 2 O Q(C) como en la Proposici¶on
3.1.4. Entoncesord(f ) > 0 y ord(1=f ) ¸ 0, lo cual es una contradicci¶on. ¥

Demostraci¶on. (Existencia):
Podemos suponer queCes una subvariedad cerrada dePn , y queC\ Ui 6= ? , i = 1 ; : : : ; n+1.
Entonces en ¡hom (C) = k[X 1; : : : ; X n+1 ]=I (C) = k[x1; : : : ; xn+1 ], cada x i 6= 0.

SeaN = m¶ax
i;j

ord(x i =xj ). Supongamos queord(x j =xn+1 ) = N para un cierto j (Si es

necesario, podemos efectuar un cambio de coordenadas para que esto suceda). Entonces
para todo i tenemos

ord(x i =xn+1 ) = ord((x j =xn+1 )(x i =xj )) = N ¡ ord(x j =xi ) ¸ 0:

Si C¤ es la curva af¶³n correspondiente aC \ Un+1 , entonces ¡(C¤) se puede identi¯car con
k[x1=xn+1 ; : : : ; xn=xn+1 ], luego ¡( C¤) ½ R.

SeaM el ideal maximal de R, J = M \ ¡( C¤). J es un ideal primo, por lo tanto a
J le corresponde una subvariedad cerradaW de C¤. Si W = C¤, entoncesJ = 0, y todo
elemento no nulo de ¡(C¤) es unidad enR; pero entoncesK ½ R, lo cual contradice nuestra
hip¶otesis. LuegoW = f Pg es un punto, debido a que toda subvariedad cerrada propia de
una curva es un punto. Por tanto, R domina a OP (C¤) = OP (C). ¥
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Corolario 3.2.1. Si C es una curva proyectiva yC0 una curva no-singular, entonces existe
una correspondencia natural y uno a uno entre los mor¯smos dominantes f : C0 ! C y los
homomor¯smos ef : k(C) ! k(C0).

Corolario 3.2.2. Dos curvas proyectivas no-singulares son isomorfas si y s¶olo si sus cam-
pos de funciones son isomorfos.

Corolario 3.2.3. SeaC una curva proyectiva no-singular,K = k(C). Entonces existe una
correspondencia natural uno a uno, entre los puntos deC y los anillos de valuaci¶on discreta
de K . Si P 2 C, OP (C) es el correspondiente AVD.

Demostraci¶on. Cada OP (C) es ciertamente un AVD de K . Si R es uno de estos AVD,
entoncesR domina a uno solo de losOP (C). Como R y OP (C) son ambos AVD deK , esto
prueba queR = OP (C) debido a la Proposici¶on 1.1.4.

SeanC; K como en el las hip¶otesis del Corolario, yX es el conjunto de todos los anillos
de valuaci¶on discreta sobrek. De¯nimos una topolog¶³a sobreX de la siguiente manera:
Un conjunto U no vaci¶o deX es abierto siX ¡ U es ¯nito. Entonces la correspondencia
P ! O P (C) de CenX es un homeomor¯smo. Y siU es abierto enC, ¡( U;OC) = \

P 2C
OP (C),

por lo tanto todos los anillos de funciones sobreC pueden ser recubiertos porX . Como
X est¶a determinado s¶olo porK , esto signi¯ca que C est¶a determinado s¶olo porK salvo
isomor¯smos deK (gracias al Corolario 3.2.2). ¥

A continuaci¶on enunciaremos un teorema y dos lemas, cuyos resultados nos son im-
portantes, pero dado a que la demostraci¶on de estos utilizat¶ecnicas para desingularizar
una curva, y este tema sale del alcance de esta tesis, omitiremos las pruebas, y el lector
podr¶a consultarlas en [4] Fulton W., Algebraic Curves, Cap¶³tulo 7, p¶ag. 179-183.

Teorema 3.2.2. Sea C una curva proyectiva. Entonces existe una curva proyectivano-
singular X y un mor¯smo birracional f de X sobre C. Si f 0 : X 0 ! C es otro, entonces
existe un isomor¯smo ¶unico g : X ! X 0 tal que f 0g = f .

Corolario 3.2.4. Existe una correspondencia uno a uno natural entre curvas proyectivas
no-singularesX y campos de funciones algebraicas en una variableK sobrek: K = k(X ).
Si X; X 0 son dos de tales curvas, a mor¯smos dominantes deX 0 en X corresponden
homomor¯smos dek(X ) en k(X 0).

Estos dos resultados nos motivan a la siguiente de¯nici¶on.

De¯nici¶on 3.2.3. Sea C una curva proyectiva, f : X ! C como en el Teorema 3.2.2.
Decimos queX es elmodelo no-singular de C, o de K = k(C).
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Identi¯caremos k(X ) con K por medio de ef como en el Corolario 3.2.1.
Los puntos Q de X est¶an en correspondencia uno a uno con los anillos de valuaci¶on

discreta OQ(X ) de K gracias al Corolario 3.2.3.
Observemos quef (Q) = P cuando OQ(X ) domina a OP (C).

De¯nici¶on 3.2.4. SeaX el modelo no-singular de una curva proyectivaC, a los puntos
de X los llamamoslugares de C o de K .

De¯nici¶on 3.2.5. Diremos que un lugarQ est¶acentrado en P, si f (Q) = P.

Lema 3.2.1. SeaC una curva plana proyectiva,P 2 C. Entonces existe un entorno af¶³n
U de C tal que:

(1) f ¡ 1(U) = U0 es una subvariedad abierta af¶³n deX .

(2) ¡( U0) es un m¶odulo ¯nito sobre¡( U).

(3) Para cada 0 6= t 2 ¡( U), t¡( U0) ½ ¡( U).

(4) El espacio vectorial ¡( U0)=¡( U) es de dimensi¶on ¯nita sobrek.

El entorno U puede ser tomado excluyendo un conjunto ¯nitoS cualquiera de puntos de
C, si P =2 S.

Notaci¶on: Sea una curva proyectiva plana, yf : X ! C como antes,Q 2 X , f (Q) =
P 2 C. Para toda curva plana G (posiblemente reducible), formamosG¤ 2 O P (P2) como
en la Secci¶on 2.3; seag la imagen deG¤ en OP (C) ½ k(C) = k(X ). De¯nimos ordQ(G)
identi¯cando con ordQ(g). Como es usual, esta de¯nici¶on es independiente de la elecci¶on
de G¤.

Proposici¶on 3.2.1. Sean C una curva plana proyectiva irreducible,P 2 C, f : X ! C
como antes, yG una curva plana (posiblemente reducible). Entonces

I P (F \ G) =
X

Q2 f ¡ 1 (P )

ordQ(G):

Demostraci¶on. Seag la imagen deG¤ en OP (C). Elegimos U como en el Lema 3.2.1, tan
peque~no queg sea una unidad en todos losOP 0(C); P0 2 U; P0 6= P. Entonces, por la
Proposici¶on 1.3.13, y el Corolario 1.3.1, tenemosI P (C \ G) = dim k (OP (P2)=hF¤; G¤i ) =
dim k (OP (C)=hgi ) = dim k (¡( U)=hgi ). SeaV = ¡( U), V 0 = ¡( U0), y T : V 0 ! V 0 de¯nida
por T(z) = gz. V 0=V es de dimensi¶on ¯nita, luego en virtud de la Proposici¶on 1.3.18
tenemos quedim(V=T(V )) = dim(V 0=T(V 0)), y dim k (¡( U)=hgi ) = dim k (¡( U0)=hgi ). En
virtud del Corolario 1.3.1, dim(¡( U0)=hgi ) =

P

Q2 f ¡ 1 (P )
dim(OQ(X )=hgi ) =

P
ordQ(g), como

quer¶³amos ver. ¥
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Lema 3.2.2. Supongamos queP es un punto m¶ultiple ordinario de C de multiplicidad r .
Seaf ¡ 1(P) = f P1; : : : ; Pr g. Si z 2 k(C), y ordPi (z) ¸ r ¡ 1, entoncesz 2 O P (C).

Proposici¶on 3.2.2. SeaF una curva plana proyectiva e irreducible,P un punto m¶ultiple
ordinario de F de multiplicidad r . Sean P1; : : : ; Pr los lugares centrados enP, y G; H
curvas planas, posiblemente reducibles. Entonces las condiciones de Noether se satisfacen
en P (respecto aF; G; H ), si ordPi (H ) ¸ ordPi (G) + r ¡ 1 para i = 1 ; : : : ; r .

Demostraci¶on. H¤ 2 hF¤; G¤i ½ O P (P2) es equivalente aH ¤ 2 hG¤i ½ O P (F ), o a z =
(H ¤=G¤) 2 O P (F ). Aplicando el Lema 3.2.2 az se obtiene la proposici¶on. ¥

Proposici¶on 3.2.3. SeaX una curva proyectiva no-singular,P1; : : : ; Pr 2 X . Para todo
m1; : : : ; mr 2 Z, existe un z 2 k(X ) tal que ordPi (z) = mi

Demostraci¶on. Como ya vimos, X es birracionalmente equivalente a una curva planaC,
entonces seaL i una recta que pasa porPi (y no es tangente aC en Pi ) y no pasa por
los dem¶asPj , y sea L 0 la recta que no pasa por ninguno de los puntosPi . Sea z =
Q

L m i
i L ¡

P
m i

0 ; por el Teorema 2.1.1, tenemos queL i es un par¶ametro de uniformizaci¶on

de OPi (C) para cad i , y L ¡
P

m i
0 =

Q
L m j

j (j 6= i ) es una unidad porque no pasan porPi ,
por lo que ordPi (z) = mi . ¥





Cap¶³tulo 4

Teorema de Riemann-Roch

En todo este cap¶³tulo,C ser¶a una curva proyectiva irreducible,f : X ! C el mor¯smo
birracional del modelo no-singularX sobreC. K = k(C) = K (X ) su campo de funciones.
Los puntos P 2 X ser¶an identi¯cados con los lugares deK , ordP designa la funci¶on orden
correspondiente sobreK .

4.1. Divisores

De¯nici¶on 4.1.1. Un divisor de X es un elemento del grupo abeliano libre sobre el
conjunto X , es decir, una suma formalD =

P

P 2 X
nP P; nP 2 Z y nP = 0 salvo para un

n¶umero ¯nito.

De¯nici¶on 4.1.2. El grado de un divisor es la suma de sus coe¯cientes:gr(
P

nP P) =
P

nP .

Con el grado as¶³ de¯nido, es claro quegr(D + D 0) = gr(D ) + gr(D 0).

De¯nici¶on 4.1.3. Decimos que un divisorD =
P

nP P es efectivo (o positivo) si todo
nP ¸ 0.

Escribiremos
P

nP P Â
P

mP P si cadanP ¸ mP .

De¯nici¶on 4.1.4. SeaC una curva de gradon y G es una curva plana que no contenga
a C como una componente. De¯niremos eldivisor de G, que denotaremosdiv(G), como
P

P 2 X
ordP (G)P, dondeordP (G) est¶a de¯nido como en la Secci¶on 3.2. Recordemos queordP

es una valuaci¶on discreta sobreK .

57
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Por la Proposici¶on 3.2.1, tenemos que
P

P 2 X
ordP (G) =

P

Q2 C
I Q(C \ G). Por el Teorema

de B¶ezout,div(G) es un divisor de gradomn, donde m es el grado deG. Notemos que el
div(G) contiene m¶as informaci¶on que el ciclo de intersecci¶onG ¢C.

De¯nici¶on 4.1.5. Para todo z 2 K no nulo, de¯nimos el divisor de z, que denotaremos
div(z), como

P

P 2 X
ordP (z)P.

Como z posee solamente un n¶umero ¯nito de ceros y polos,div(z) es un divisor bien
de¯nido.

De¯nici¶on 4.1.6. De¯nimos por (z)0 =
P

ordP (z)> 0
ordP (z)P, al divisor de los ceros de z, y

por (z)1 =
P

ordP (z)< 0
¡ ordP (z)P, al divisor de los polos de z.

Entonces tenemos quediv(z) = ( z)0 ¡ (z)1 . Observemos tambi¶en que

div(zz0) = div(z) + div(z0); y div(z¡ 1) = ¡ div(z):

Proposici¶on 4.1.1. Para todo z 2 K no nulo, div(z) es un divisor de grado cero. Una
funci¶on racional tiene el mismo n¶umero de ceros que de polos, siempre que se cuenten de
forma adecuada.

Demostraci¶on. Consideremos una curva planaC de grado n. Sea z = g=h, con g; h
polinomios homog¶eneos del mismo grado en ¡hom (C); sabemos queg; h son clases resi-
duales de polinomios homog¶eneosG; H de grado m en k[X; Y; Z ]. Entonces div(z) =
div(G) ¡ div(H ), y hemos visto quediv(G) y div(H ) tienen grado mn. ¥

Corolario 4.1.1. Sea0 6= z 2 K , entonces las proposiciones siguientes son equivalentes:
(i) div(z) Â 0, (ii) z 2 k, (iii) div(z) = 0 .

Demostraci¶on. Si div(z) Â 0 entoncesordP (z) ¸ 0 para todo P 2 X , entonces tenemos
que z 2 O P (X ) para todo P 2 X . Si z(P0) = ¸ 0 para alg¶un P0, entoncesdiv(z ¡ ¸ 0) Â 0
y gr(div(z ¡ ¸ 0)) > 0, pero en la Proposici¶on 4.1.1 ya vimos que el grado debe sercero,
lo cual es absurdo, salvo quez ¡ ¸ 0 = 0, es decir, z 2 k, con lo que tenemos que(i) )
(ii) . Para demostrar que(ii) ) (iii) , simplemente hay que observar que siz 2 k entonces
z no tiene ni ceros ni polos para ning¶unP 2 X , por lo que div(z) = 0. Por ¶ultimo, la
implicaci¶on (iii) ) (i) es obvia, ya que, sidiv(z) = 0 entonces claramenteordP (z) = 0
para todo P 2 X , y m¶as claro a¶un es que, entoncesordP (z) ¸ para todo P, con lo que
div(z) Â 0. ¥
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Corolario 4.1.2. Sean z; z0 2 K , ambos no nulos, entoncesdiv(z) = div(z0) si y s¶olo si
z0 = ¸z para un cierto ¸ 2 k.

Demostraci¶on. Supongamos quediv(z) = div(z0), entoncesdiv(z0z¡ 1) = 0, y por el Coro-
lario 4.1.1 tenemos quez0z¡ 1 2 k, sea¸ = z0z¡ 1, entoncesz0 = ¸z .

Ahora supongamos quez0 = ¸z con ¸ 2 k, entoncesz0z¡ 1 = ¸ 2 k, por el Corolario
4.1.1 tenemos quediv(z0z¡ 1) = 0 ) div(z0) ¡ div(z) = 0. ¥

De¯nici¶on 4.1.7. Dos divisoresD; D 0 son linealmente equivalentessi D = D 0+ div(z)
para un cierto z 2 K , en cuyo caso escribiremosD ´ D 0.

Proposici¶on 4.1.2. (1): La relaci¶on ´ es una relaci¶on de equivalencia.

(2): D ´ 0 si y s¶olo si D = div(z), z 2 K .

(3): Si D ´ D 0, entoncesgr(D ) = gr(D 0).

(4): Si D ´ D 0 y D1 ´ D 0
1 entoncesD + D1 ´ D 0+ D 0

1.

(5): Sea C una curva plana, entoncesD ´ D 0 si y s¶olo si existen dos curvasG; G0 del
mismo grado tales queD + div(G) = D 0+ div(G0).

Demostraci¶on. (1): SeaD un divisor, para cualquier z 2 k no nulo, por el Corolario 4.1.1
tenemos quediv(z) = 0, y por tanto D = D + div(z), con lo que D ´ D . Si D ´ D 0

entoncesD = D 0 + div(z) para alg¶un z 2 K , y es claro que tambi¶enz¡ 1 2 K y que
D 0 = D ¡ div(z) = D 0+ div(z¡ 1), y por tanto D 0 ´ D . Si D ´ D 0 y D 0 ´ D 00, entonces
D = D 0+ div(z1) y D 0 = D 00+ div(z2), con z1; z2 2 k; claramentez1z2 2 K , y tenemos que
D = D 00+ div(z1) + div(z2) = D 00+ div(z1z2), con lo queD ´ D 00.

(2): SupongamosD ´ 0, entoncesD = 0 + div(z) = div(z) con z 2 K . Ahora
supongamos queD = div(z) con z 2 K , entoncesD = 0 + div(z) con lo queD ´ 0.

(3): Si D ´ D 0, entoncesD = D 0 + div(z) con z 2 K , entoncesgr(D ) = gr(D 0 +
div(z)) = gr(D 0) + gr(div(z)), y debido a la Proposici¶on 4.1.1 tenemos quegr(div(z)) = 0,
por lo que gr(D ) = gr(D 0).

(4): SupongamosD ´ D 0 y D1 ´ D 0
1, entoncesD = D 0+ div(z) y D1 = D 0

1 + div(z0),
con z; z0 2 K , entoncesD + D1 = D 0 + D1 + div(z) = D 0 + D 0

1 + div(z0) + div(z) =
D 0+ D 0

1 + div(z0z), y claramente z0z 2 K , por tanto D + D1 ´ D 0+ D 0
1.

(5): Sea C una curva plana, y D ´ D 0, entoncesD 0 = D + div(z) con z 2 K ; como
en la prueba de la Proposici¶on 4.1.1, existen polinomios homog¶eneosG; G0 2 k[X; Y; Z ]
del mismo grado, de tal manera quez = G=G0, y div(z) = div(G) ¡ div(G0), por lo que
podemos escribirD 0 = D + div(G) ¡ div(G0), y por tanto D 0 + div(G0) = D + div(G).
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An¶alogamente, si D + div(G) = D 0 + div(G0) con G; G0 2 k[X; Y; Z ] del mismo grado,
entonces tomamosz = G0=G 2 ¡ hom (C), y por tanto div(z) = div(G0) ¡ div(G), con lo cual
D = D 0+ div(G0) ¡ div(G) = D 0+ div(z), y por tanto D ´ D 0. ¥

El criterio demostrado en la Secci¶on 3.2 para las condiciones de Noether tiene una
expresi¶on elegante en el lenguaje de divisores:

Supongamos queCes una curva plana que s¶olo posee puntos m¶ultiples ordinarios. Para
cadaQ 2 X , searQ = mf (Q) (C). De¯nimos al divisor E =

P

Q2 X
(rQ ¡ 1)Q. Observemos que

E es un divisor efectivo de grado
P

rQ(rQ ¡ 1). Toda curva plana G tal que div(G) Â E
se denominaadjunta de C. Obs¶ervese queG es una adjunta deC si y s¶olo simP (G) ¸
mP (C) ¡ 1 para cada uno de los puntos (m¶ultiples)P 2 C. Si C es no-singular, toda curva
es una adjunta.

Teorema 4.1.1. (Del Residuo) Sean C; E como antes. Supongamos queD; D 0 son
divisores efectivos deX , y D ´ D 0. Supongamos queG es una adjunta de gradom, tal
que div(G) = D + E + A, para un cierto divisor efectivo A. Entonces existe una adjunta
G0 de gradom tal que div(G0) = D 0+ E + A.

Demostraci¶on. ComoD ´ D 0, entonces por la Proposici¶on 4.1.2 tenemos que existenH; H 0

curvas del mismo grado tales queD + div(H ) = D 0 + div(H 0). Entonces div(GH ) =
div(H ) + div(G) = div(H ) + D + E + A = div(H 0) + D 0 + E + A y observemos que
div(H 0) + D 0 + E + A Â div(H 0) + E . Sea F el polinomio homog¶eneo que de¯ne aC.
Aplicando la Proposici¶on 3.2.2 aF; H 0 y GH , vemos que las condiciones de Noether se
satisfacen para todoP 2 C. Por el Teorema de Noether (2.4.1),GH = F 0F + G0H para
ciertosF 0; G0, dondegr(G0) = m. Entoncesdiv(G0) = div(GH )¡ div(H 0) = D 0+ E + A. ¥
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4.2. El espacio vectorial L(D)

Sea D =
P

nP P un divisor de X . D selecciona un n¶umero ¯nito de puntos, y les
asigna enteros. Deseamos determinar cu¶ando existe una funci¶on racional cuyos polos sean,
precisamente, los puntos escogidos, y con polos no \inferiores" al orden nP en P; si es as¶³,
>cu¶antas de tales funciones existen?

De¯nici¶on 4.2.1. Designamos porL(D) al conjunto f f 2 K j ordP (f ) ¸ ¡ nP ; 8 P 2 X g,
donde D =

P
nP P.

Observemos que una funci¶on racionalf pertenece aL(D) si div(f ) + D Â 0, o bien, si
f = 0.

Proposici¶on 4.2.1. El conjunto L(D) constituye un espacio vectorial sobrek. Designamos
por `(D ) a la dimensi¶on deL(D).

Demostraci¶on. Observemos que para todo̧ 2 k, si f 2 L (D), entoncesdiv(¸f ) + D =
div(¸ ) + div(f ) + D = div(f ) + D Â 0, por consecuencia del Corolario 4.1.1, con lo que
concluimos que¸f 2 L(D). Ahora veamos que, sif 1; f 2 2 L(D), entoncesordP (f 1 + f 2) ¸
m¶³n[ordP (f 1); ordP (f 2)] ¸ ¡ nP para todo P 2 X , y dado por c¶omo se de¯ni¶oordP tenemos
que si ordP (f ) ¸ ¡ nP entoncesordP (¡ f ) ¸ ¡ nP . Con esto tenemos un candidato a ser
espacio vectorial, puesL(P) es un subgrupo deK y tenemos de¯nida una multiplicaci¶on
por escalar. Comok ½ K es un subcampo, entonces se cumplen que¸ (f 1+ f 2) = ¸f 1+ ¸f 2,
(¸ 1 + ¸ 2)f = ¸ 1f + ¸ 2f , ¸ 1(¸ 2f ) = ( ¸ 1¸ 2)f , y 1f = f , para todo ¸ 1; ¸ 2; ¸ 2 k y f; f 1; f 2 2
K . Con lo que la proposici¶on es cierta. ¥

La siguiente proposici¶on muestra què (D ) es ¯nita.

Proposici¶on 4.2.2. (1) Si D Á D 0, entoncesL(D) ½ L(D 0), y dim k (L (D 0)=L(D)) ·
gr(D 0¡ D ).

(2) L (0) = k; L (D ) = 0 si gr(D ) < 0.

(3) L (D) es de dimensi¶on ¯nita para todoD. Si gr(D ) ¸ 0, entonces`(D ) · gr(D )+1 .

(4) Si D ´ D 0, entonces`(D ) = `(D 0).

Demostraci¶on. (1): D 0 = D + P1+ : : :+ Ps y L(D) ½ L(D + P1) ½ : : : ½ L(D + P1+ : : :+ Ps),
entonces es su¯cientes probar quedim(L(D + P)=L(D)) · 1. Para comprobarlo, seat el
par¶ametro de uniformizaci¶on deOP (X ), y sear = nP el coe¯ciente deP en D. De¯nimos
' : L (D + P) ! k por ' (f ) = ( t r +1 f )(P); como ordP (f ) ¸ ¡ r ¡ 1, est¶a bien de¯nido.
' es una aplicaci¶on lineal, yKer (' ) = L(D), luego ' induce una aplicaci¶on uno a uno
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e' : L (D + P)=L(D) ! k que da el resultado.

(2): Por el Corolario 4.1.1, tenemos que si 06= f 2 K es tal quediv(f ) Â 0 entonces
f 2 k, por lo que L(0) = k. Supongamos quegr(D ) < 0, seaf 2 L(D) no nulo, entonces
div(f ) + D Â 0, pero gr(div(f ) + D) = gr(div(f )) + gr(D ) ¸ 0, por la Proposici¶on 4.1.1
tenemos quegr(div(f )) = 0 por lo que gr(D ) ¸ 0, lo cual contradice la hip¶otesis, por lo
tanto f = 0.

(3): Si gr(D ) = n ¸ 0, elegimosP 2 X , y consideramosD 0 = D ¡ (n +1) P. Entonces,
por (2) tenemos queL(D 0) = 0, y por (1) tenemos que dim(L(D)=L(D 0)) · n + 1, por lo
tanto `(D ) · n + 1.

(4): Sup¶ongase queD 0 = D + div(g). De¯nimos Ã : L(D) ! L (D 0) por Ã(f ) = fg .
Ã es un isomor¯smo de espacios vectoriales, por tantò(D ) = `(D 0). ¥

Podemos dar una generalidad de los conceptos abarcados en ¶este cap¶³tulo.

De¯nici¶on 4.2.2. Para todo subconjunto S de X , y todo divisor D =
P

nP P de X ,
de¯nimos grS(D ) =

P

P 2 S
nP , y L S(D ) = f f 2 K j ordP (f ) ¸ ¡ nP ; 8 P 2 Sg.

Lema 4.2.1. Si D Á D 0, entonces L S(D ) ½ L S(D 0). Adem¶as, si S es ¯nito, entonces
dim k (L S(D 0)=LS(D )) = grS(D 0¡ D ).

Demostraci¶on. Procediendo como en la Proposici¶on 4.2.2, supondremos queD 0 = D + P,
y de¯nimos ' : L S(D + P) ! k, por el mismo camino. Debemos probar que' aplica
L S(D + P) sobre k, es decir,' 6= 0, por lo tanto e' es un isomor¯smo. Entonces debemos
encontrar un f 2 K con la propiedad de queordP (f ) = ¡ r ¡ 1, y ordQ(f ) ¸ ¡ nQ para
todo Q 2 S. Pero esto sabemos que lo podemos hacer gracias a queS es ¯nito, y usando
la Proposici¶on 3.2.3. ¥

La siguiente proposici¶on es un primer paso importante parael c¶alculo de las dimensiones
`(D ).

Proposici¶on 4.2.3. Sea x 2 K , x =2 k. Sea (x)0 el divisor de los ceros dex, y sea
n = [ K : k(x)]. Entonces

(1) (x)0 es un divisor efectivo de gradon.

(2) Existe una constante¿ tal que `(r (x)0) ¸ rn ¡ ¿ para todo r .
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Demostraci¶on. Sea Z = ( x)0 =
P

nP P, y sea m = gr(Z ). Ante todo probaremos que
m · n.

Sea S = f P 2 X j nP > 0g y elegimos v1; : : : ; vm 2 L S(0) tales que las clases
laterales v1; : : : ; vm 2 L S(0)=LS(¡ Z ) formen una base de este espacio vectorial (Lema
4.2.1). Probaremos quev1; : : : ; vm son linealmente independientes sobrek(x). Si no
(quitando denominadores y multiplicando por una potencia de x), obtendr¶³amos poli-
nomios gi = ¸ i + xh i 2 k[x] con

P
gi vi = 0, y no todos los ¸ i = 0. Pero entonces

P
¸ i vi = ¡ x

P
hi vi 2 L S(¡ Z ), por lo tanto

P
¸ i vi = 0, lo cual es absurdo. Luegom · n.

A continuaci¶on probaremos (2).
Seanw1; : : : ; wn una base deK sobrek(x), pues K es algebraico sobrek(x). Podemos

suponer que cadawi satisface una ecuaci¶on del tipown i
i + ai 1wn i ¡ 1

i + : : : = 0, con aij 2
k[x¡ 1]. EntoncesordP (aij ) ¸ 0 si P =2 S. Si ordP (wi ) < 0, P =2 S, entoncesordP (wn i

i ) <
ordP (aij wn i ¡ j

i ), que es imposible por la Proposici¶on 1.1.5. Se sigue entonces que para
un cierto t > 0, div(wi ) + tZ Â 0, i = 1 ; : : : ; n. Entonces wi x¡ j 2 L(( r + t)Z ) para
i = 1 ; : : : ; n, y j = 0 ; 1; : : : ; r . Como loswi son independientes sobrek(x), y 1; x¡ 1; : : : ; x¡ r

son independientes sobrek, f wi x¡ j j i = 1 ; : : : ; n; j = 0 ; : : : ; r g son independientes sobrek.
Por lo tanto `(( r + t)Z ) ¸ n(r + 1). Pero `(( r + t)Z ) = `(rZ ) + dim(L(( r + t)Z )=L(rZ )) ·
`(rZ ) + tm por la Proposici¶on 4.2.2 (1). En consecuencià(rZ ) ¸ n(r + 1) ¡ tm = rn ¡ ¿,
como dese¶abamos.

Finalmente, como rn ¡ ¿ · `(rZ ) · rm + 1 (Proposici¶on 4.2.2 (3)), si elegimosr
su¯cientemente grande, vemos quen · m, lo que prueba (1). ¥

Corolario 4.2.1. Las siguientes proposiciones son equivalentes:

(i) C es racional. (ver De¯nici¶on 3.1.12)

(ii) X es isomorfo aP1.

(iii) Existe un x 2 K con gr((x)0) = 1 .

(iv) Para alg¶un P 2 X , es `(P) > 1.

Proposici¶on 4.2.4. Si D Á D 0, entonces`(D 0) · `(D ) + gr(D 0¡ D ), es decir,

gr(D ) ¡ `(D ) · gr(D 0) ¡ `(D 0):

Demostraci¶on. Del ¶algebra lineal sabemos que siV 0 es un subespacio de unk¡ espacio
vectorial ¯nito V , entoncesdim k (V=V0) = dim k (V ) ¡ dim k (V 0).

SeanD; D 0 divisores tales queD Á D 0. Por la Proposici¶on 4.2.2 sabemos que

dim k (L (D 0)=L(D)) · gr(D 0¡ D );
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y como L(D) es subespacio deL(D 0), ambos de dimensi¶on ¯nita, tenemos entonces que

dim k (L (D 0)=L(D)) = dim k (L (D 0)) ¡ dim k (L (D )) = `(D 0) ¡ `(D );

de donde concluimos que
`(D 0) ¡ `(D ) · gr(D 0¡ D )

¥

Proposici¶on 4.2.5. Sea D un divisor, entonces `(D ) > 0 si y s¶olo si D es linealmente
equivalente a un divisor efectivo.

Demostraci¶on. Sea D un divisor tal que `(D ) > 0, entoncesL(D) 6= f 0g, sea entonces
z 2 L(D) no nulo. Tenemos quediv(z) + D Â 0, seaD 0 = div(z) + D , y claramente
D 0 ´ D ; adem¶asD 0 es efectivo.

Ahora supongamos queD ´ D 0, con D 0 Â 0, entonces existez 2 K no nulo, tal que
D 0 = D + div(z) Â 0, entoncesdiv(z) Â ¡ D , con lo que tenemos quez 2 L(D), con z 6= 0,
por tanto `(D ) 6= 0, y por ¶ultimo `(D ) > 0. ¥

Proposici¶on 4.2.6. Supongamos què (D ) > 0, y sea f 6= 0 , f 2 L(D). Entonces
f =2 L(D ¡ P) para todo P salvo un n¶umero ¯nito. Por lo tanto, `(D ¡ P) = `(D ) ¡ 1
para todo P, salvo un n¶umero ¯nito.

Demostraci¶on. SeaD un divisor, tal que `(D ) > 0, y seaf 2 L(D) no nulo. En virtud de
la Proposici¶on 4.2.6, podemos considerar aD como un divisor efectivo. Supongamos que
f 2 L(D ¡ P) para todo P 2 X , excepto para un n¶umero ¯nito, entoncesf 2 L(D), lo que
implica que ordP (f ) ¸ ¡ nP para todo P 2 X , an¶alogamentef 2 L(D ¡ P) ) ordP (f ) ¸
¡ nP + 1, para casi todo P 2 X .

De estas dos desigualdades tenemos queordP (f ) > ¡ nP para casi todoP 2 X . Como
nP = 0 para casi todo P 2 X , entoncesordP (f ) > 0 para casi todoP 2 X , entoncesf
tiene una in¯nidad de ceros, pero un n¶umero ¯nito de polos, pero al ser f una funci¶on
racional, gracias a la Proposici¶on 4.1.1, entoncesf debe tener igual cantidad de polos que
de ceros, lo que nos lleva a una contradicci¶on; por lo tantof 2 L(D), y f =2 L(D ¡ P) para
todo P excepto un n¶umero ¯nito. ¥
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4.3. Teorema de Riemann

Si D es un divisor grande, entoncesL(D) tambi¶en lo es. La Proposici¶on 4.2.3 lo prueba
para un tipo especial de divisores.

Teorema 4.3.1 (Riemann). Existe una constanteg tal que `(D ) ¸ gr(D ) + 1 ¡ g para
todos los divisoresD . El menor de talesg se denomina g¶enero deX (o de K , o de C), y
g es un entero no negativo.

Demostraci¶on. Para cadaD, seaS(D) = gr(D ) + 1 ¡ `(D ). Deseamos encontrar ung tal
que S(D) · g para todo D.

(i) S(0) = 0, por lo tanto g ¸ 0, s¶³ existe.

(ii) Si D ´ D 0, entoncesS(D) = S(D 0) (Proposiciones 4.1.2 y 4.2.2).

(iii) Si D Á D 0, entoncesS(D) · S(D 0) (Proposici¶on 4.2.4).

Seax 2 K , x =2 k, y Z = ( x)0, y sea¿ el menor entero que veri¯ca la Proposici¶on 4.2.3 (2).
Como S(rZ ) · ¿ + 1 para todo r , y como rZ Á (r + 1) Z , deducimos de (iii) que:

(iv) S(rZ ) = ¿ + 1 para todo r > 0 su¯cientemente grande.

Seag = ¿ + 1. Para terminar la demostraci¶on, bastar¶a probar (gracias a (ii) y (iii)) que:

(v) Para todo divisor D , existe un divisor D 0 ´ D , y un entero r ¸ 0 tal que D 0 Á rZ .

Para probarlo, seaZ =
P

nP P, D =
P

mP P. Deseamos queD 0 = D ¡ div(f ), entonces
necesitamos quemP ¡ ordP (f ) · rn P para todo P. Seay = x¡ 1, y T = f P 2 X j mP >
0 y ordP (y) ¸ 0g. Seaf =

Q

P 2 T
(y ¡ y(P))mP . EntoncesmP ¡ ordP (f ) · 0 siempre que

ordP (y) ¸ 0. Si ordP (y) < 0, entoncesnP > 0, luego unr su¯cientemente grande har¶a que
se veri¯que. ¥

Corolario 4.3.1. Si `(D0) = gr(D0)+1 ¡ g, y D ´ D 0 Â D0, entonces`(D ) = gr(D )+1 ¡ g.

Corolario 4.3.2. Si x 2 K , x =2 k, entonces g = gr(r (x)0) ¡ `(r (x)0) + 1 para todo r
su¯cientemente grande.

Corolario 4.3.3. Existe un entero N tal que para todo divisorD de grado mayor queN ,
`(D ) = gr(D ) + 1 ¡ g.
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Demostraci¶on. SeaD0 tal que `(D0) = gr(D0) + 1 ¡ g, y seaN = gr(D0) + g. Entonces si
gr(D ) ¸ N , gr(D ¡ D0) + 1 ¡ g > 0, y, por el Teorema 4.3.1 de Riemman,̀ (D ¡ D0) > 0.
Por lo tanto D ¡ D0 + div(f ) Â 0 para un cierto f , es decir,D ´ D + div(f ) Â D0, y
entonces el resultado se sigue del Corolario 4.3.1. ¥

La utilidad del Teorema de Riemann depende de que sea posiblecalcular el g¶enero de
una curva. Por su misma de¯nici¶on, el g¶enero depende s¶olo del modelo no-singular, o del
campo de funciones, por lo tanto, dos curvas birracionalmente equivalentes tiene el mismo
g¶enero. Debido a que es posible encontrar una curva plana que s¶olo posea puntos m¶ultiples
ordinarios que adem¶as sea birracionalmente equivalente auna curva dada1, la proposici¶on
siguiente es todo lo que necesitamos:

Proposici¶on 4.3.1. Sea C una curva plana que s¶olo posea puntos m¶ultiples ordinarios.
Sean el grado deC, rP = mP (C). Entonces el g¶enerog de C est¶a dado por la f¶ormula

g =
(n ¡ 1)(n ¡ 2)

2
¡

X

P 2C

rP (rP ¡ 1)
2

:

Demostraci¶on. Por el Corolarios 4.3.3, necesitamos encontrar un divisor \grande"D para
que podamos calcular̀ (D ). El Teorema 4.1.1 nos permite encontrar todos los divisores
efectivos linealmente equivalentes a ciertos divisoresD . Estas dos observaciones conducen
al c¶alculo deg.

Podemos suponer que la rectaZ = 0 corta a C en n puntos distintos P1; : : : ; Pn , y se
designa porF al polinomio homog¶eneo que de¯ne aC.

SeanE =
P

Q2 X
(rQ ¡ 1)Q, rQ = r f (Q) = mf (Q) (C) como en la secci¶on 1 de este cap¶³tulo;

y seaEm = m
nP

i =1
Pi ¡ E . Em es un divisor de gradomn ¡

P

P 2C
rP (rP ¡ 1).

ConsideremosVm = f polinomios homog¶eneosG de grado m tales que G sea adjunto
de Cg. Como G es adjunta si y s¶olo simP (G) ¸ rP ¡ 1 para todo P 2 C, podemos
aplicar el Teorema 2.3.1 para calcular la dimensi¶on deVm . Encontramos quedim(Vm ) ¸
(m+1)( m+2)

2 ¡
P r P (r P ¡ 1)

2 , y la igualdad se cumple sim es grande. (N¶otese queVm es el
espacio vectorial de los polinomios homog¶eneos, no el espacio proyectivo de las curvas).

Sea' : Vm ! L (Em ) de¯nido por ' (G) = G=Zm 2 K . ' es una aplicaci¶on lineal, y
' (G) = 0 si y s¶olo si G es divisible por F .

Veamos que' es exhaustiva. Sif 2 L(Em ), se puede escribirf = R=S, donde R y S
son polinomios homog¶eneos del mismo grado. Entoncesdiv(RZ m ) Â div(S) + E. Por la

1El m¶etodo utilizado es el de las Transformaciones Cuadr¶aticas, y se puede consultar en [4] Fulton W.,
Algebraic Curves, Cap¶³tulo 7, secci¶on 4, p¶ag. 171-177.
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Proposici¶on 3.2.2, existe una ecuaci¶onRZ m = AS + BF . Luego R=S = A=Z m en k(F ), y
por lo tanto ' (A) = f . (N¶otese quediv(A) = div(RZ m ) ¡ div(S) Â E, luego A 2 Vm ).

Esto prueba que la siguiente sucesi¶on de espacios vectoriales es exacta:

0 Wm¡ n
Ã

Vm
'

L(Em ) 0

dondeWm¡ n es el espacio de todas los polinomios homog¶eneos de gradom¡ n y Ã(H ) = FH
para H 2 Wm¡ n .

Por la Proposici¶on 1.3.15, podemos calculardim(L(Em )), por lo menos param grande.
Resulta, pues, que

`(Em ) = gr(Em ) + 1 ¡
³

(n¡ 1)(n¡ 2)
2 ¡

P r P (r P ¡ 1)
2

´

para m grande. Pero comogr(Em ) crece conm, aplicamos el Corolario 4.3.3 del Teorema
de Riemann y termina la demostraci¶on. ¥

Corolario 4.3.4. (i): Con Em de¯nido como en la demostraci¶on de la Proposici¶on
4.3.1, toda h 2 L(Em ) se puede escribirh = H=Z m , donde H es una forma ad-
junta de grado m.

(ii): gr(En¡ 3) = 2 g ¡ 2. Adem¶as `(En¡ 3) ¸ g.

Demostraci¶on. La demostraci¶on se sigue de la sucesi¶on exacta construidaen la demostraci¶on
de la Proposici¶on 4.3.1. N¶otese que sim < n , entoncesVm = L(Em ). ¥
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4.4. Derivadas y diferenciales

Esta secci¶on contiene las nociones algebraicas necesarias para estudiar diferenciales
sobre una curva.

De¯nici¶on 4.4.1. Sea R un anillo que contenga ak, y sea M un R¡ m¶odulo. Una
derivaci¶on de R en M sobrek es una aplicaci¶onk¡ lineal D : R ! M tal que

D(xy) = xD (y) + yD(x)

para todo x; y 2 R.

De esta de¯nici¶on se sigue que para todo

F 2 k[X 1; : : : ; X n ] y x1; : : : ; xn 2 R; D (F (x1; : : : ; xn )) =
nX

i =1

FX i (x1; : : : ; xn )D (x i ):

Como k est¶a en todos los anillos, omitiremos la frase \sobrek".

Lema 4.4.1. Si R es un dominio cuyo campo de cocientes esK , y M un espacio vectorial
sobreK , entonces toda derivaci¶onD : R ! M se extiende de forma ¶unica a una derivaci¶on
eD : K ! M .

Demostraci¶on. Seaz 2 K , z = x=y, con x; y 2 R, entonces comox = yz, debemos tener
que Dx = y eDz + zDy, de donde eD(z) = y¡ 1(Dx ¡ zDy), lo que prueba la unicidad. Si
de¯nimos eD por esta f¶ormula, no es dif¶³cil veri¯car queeD est¶a bien de¯nida como derivaci¶on
de K en M . ¥

Deseamos de¯nir diferenciales deR de modo que sean elementos de la forma
P

x i dyi ,
con x i ; yi 2 R, y que se comporten como las diferenciales del c¶alculo.

Esta de¯nici¶on se puede dar de una manera m¶as f¶acil, que se expone a continuaci¶on:
Para cada x 2 R sea [x] un s¶³mbolo y se considera elR¡ m¶odulo libre F sobre el

conjunto f [x] j x 2 Rg. SeaN el subm¶odulo deF generado por los siguientes elementos:

(i): f [x + y] ¡ [x] ¡ [y] j x; y 2 Rg

(ii): f [¸x ] ¡ ¸ [x] j x 2 R; ¸ 2 kg

(iii): f [xy] ¡ x[y] ¡ y[x] j x; y 2 Rg

Se designa con ­k (R) = F=N el m¶odulo cociente. Seadx la clase residual de [x] en F=N,
y d : R ! ­ k (R) la funci¶on que aplicax en dx. ­ k (R) es un R¡ m¶odulo, que llamaremos
el m¶odulo de las diferencialesde R sobrek, y d : R ! ­ k (R) es una derivaci¶on.
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Lema 4.4.2. Para todo R¡ m¶odulo M , y toda derivaci¶on D : R ! M , existe un homo-
mor¯smo ¶unico de R¡ m¶odulos ' : ­ k (R) ! M tal que D(x) = ' (dx) para todo x 2 R.

Demostraci¶on. Si de¯nimos ' 0 : F ! M por ' 0(
P

x i [yi ]) =
P

x i D(yi ), entonces' 0(N ) =
0, luego' 0 induce un ' : ­ k (R) ! M . ¥

Si x1; : : : ; xn 2 R, y G 2 k[X 1; : : : ; X n ], entonces

d(G(x1; : : : ; xn )) =
nX

i =1

GX i (x1; : : : ; xn )dxi :

Esto prueba que siR = k[x1; : : : ; xn ], entonces ­k (R) es generado (comoR¡ m¶odulo) por
dx1; : : : ; dxn .

An¶alogamente, siR es un dominio con campo de cocientesK , y z = x=y 2 K , x; y 2 R,
entoncesdz = y¡ 1dx ¡ y¡ 1zdy. En particular, si K = k(x1; : : : ; xn ), entonces ­ k (R) es un
subespacio vectorial de dimensi¶on ¯nita sobreK , generado pordx1; : : : ; dxn .

Proposici¶on 4.4.1. (1): SeaK un campo de funciones algebraicas de una variable sobre
k. Entonces ­ k (K ) es un espacio vectorial de dimensi¶on uno sobreK .

(2): Si x 2 K , x =2 k (con k de caracter¶³stica 0), entoncesdx es una base de­ k (K ) sobre
K .

Demostraci¶on. SeaF 2 k[X; Y ] una curva af¶³n plana con campo de funcionesK (se puede
tomar as¶³ gracias a la Proposici¶on 3.1.2), y seaR = k[X; Y ]=hF i = k[x; y]; K = k(x; y).
Podemos suponer queFY 6= 0, por lo tanto F no divide a FY (ya que F es irreducible),
es decir,FY (x; y) 6= 0. La discusi¶on previa a la proposici¶on prueba quedx y dy generan
­ k (K ) sobre K . Pero 0 = d(F (x; y)) = FX (x; y)dx + FY (x; y)dy, luego dy = udx, donde
u = ¡ FX (x; y)FY (x; y)¡ 1. Por lo cual dx genera ­ k (K ), luego dim K (­ k (K )) · 1.

Por lo tanto debemos probar que ­k (K ) 6= 0. Por los Lemas 4.4.1 y 4.4.2, bas-
tar¶a encontrar una derivaci¶on no nula D : R ! M para alg¶un espacio vectorialM so-
bre K . Sea M = K , llamemos G a la imagen enR de G 2 K [X; Y ], y se considera
D(G) = GX (x; y) ¡ uGY (x; y). Veri¯quemos que D es una derivaci¶on bien de¯nida, y que
D(x) = 1, por lo que D 6= 0. ¥

De esta proposici¶on se sigue que para todof; t 2 K , y t =2 k (con k de caracter¶³stica 0),
existe un elemento ¶unicov 2 k tal que df = vdt. Es natural escribir v = df

dt , y llamar a v
la derivada de f con respecto det.

Proposici¶on 4.4.2. SeaK como en la Proposici¶on 4.4.1,O un anillo de K de valuaci¶on
discreta, y t un par¶ametro de uniformizaci¶on deO. Si f 2 O , entonces df

dt 2 O .
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Demostraci¶on. Utilizando la notaci¶on de la demostraci¶on de la Proposici¶on 4.4.1, podemos
suponer queO = OP (F ) y P = (0 ; 0) un punto simple de F . Para z 2 K , escribamosz0

en vez dedz
dt , t ¯jo a lo largo de toda la demostraci¶on.

Elijamos N su¯cientemente grande para queordP (x) ¸ ¡ N , ordP (y0) ¸ ¡ N . Entonces
si f 2 R = k[x; y], ordP (f 0) ¸ ¡ N , ya que f 0 = f X (x; y)x0+ f Y (x; y)y0.

Si f 2 O , escribimosf = g=h, con g; h 2 R y h(P) 6= 0. Entonces f 0 = h¡ 2(hg0¡ gh0),
luego ordP (f 0) ¸ ¡ N .

Ahora estamos en condiciones de acabar la demostraci¶on. Sea f 2 O , y escribamos
f =

P

i<N
¸ i t i + tN g, con ¸ i 2 k, g 2 O (esto se puede por la Proposici¶on 1.1.6). Entonces

f 0 =
P

i¸ i t i ¡ 1+ gNtN ¡ 1+ tN g0. Como ordP (g0) ¸ ¡ N , cada uno de los t¶erminos pertenece
a O, luego f 0 2 O , como se quer¶³a. ¥
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4.5. Divisores can¶onicos

SeaC una curva proyectiva, X su modelo no-singular,K su campo de funciones como
antes. Sea ­ = ­ k (K ) el espacio de las diferenciales deK sobre k; los elementos! 2 ­
tambi¶en se pueden llamardiferenciales en X o en C.

De¯nici¶on 4.5.1. Sea ! 2 ­, ! 6= 0, y P 2 X un lugar. De¯nimos el orden de ! en
P, ordP (! ), como sigue. Seat un par¶ametro de uniformizaci¶on deOP (X ); escribamos
! = fdt , f 2 K . Se de¯neordP (! ) = ordP (f ).

Para ver que esta de¯nici¶on no depende de la elecci¶on del par¶ametro de uniformizaci¶on,
seau otro par¶ametro tal que fdt = gdu, entoncesf=g = du

dt 2 O P (X ) por la Proposici¶on
4.4.2, y como tambi¶en se tiene queg=f 2 O P (X ), entoncesordP (f ) = ordP (g).

De¯nici¶on 4.5.2. Si 0 6= ! 2 ­, se de¯ne el divisor de ! , div(! ), por
P

P 2 X
ordP (! ).

En la Proposici¶on 4.5.1 probaremos que s¶olo un n¶umero ¯nito veri¯ca ordP (! ) 6= 0
para un ! dado, por lo que la de¯nici¶on deldiv(! ) es correcta.

De¯nici¶on 4.5.3. SeaW = div(! ). W se denomina eldivisor can¶onico.

Si ! 0 es otra diferencial no nula de ­, entonces! 0 = f ! , f 2 K , luego div(! 0) =
div(f ) + div(! ), y por tanto div(! 0) ´ div(! ). Rec¶³procamente, siW ´ W 0 pondremos
que W 0 = div(f ) + W , y entoncesW 0 = div(f ! ). Por lo tanto los divisores can¶onicas
constituyen una clase de equivalencia respecto a la equivalencia lineal. En particular,
todos los divisores can¶onicos tienen el mismo grado.

Proposici¶on 4.5.1. Supongamos queC es una curva plana de gradon ¸ 3, y que s¶olo
posea puntos m¶ultiples ordinarios. SeaE =

P

Q2 X
(rQ ¡ 1)Q, como en la secci¶on 4.1, yG

una curva plana de gradon ¡ 3. Entonces div(G) ¡ E es un divisor can¶onico. (Sin = 3 ,
entoncesdiv(G) = 0 ).

Demostraci¶on. Escojamos coordenadasX; Y; Z en P2 de tal forma que Z ¢ C=
nP

i =1
Pi , con

los Pi distintos; (1; 0; 0) =2 C; y que ninguna tangente aC en un punto m¶ultiple pase por
(1; 0; 0): Se consideranx = X=Z , y = Y=Z en K , y F el polinomio homog¶eneo que de¯ne
a C, con f x = FX (x; y; 1) y f y = FY (x; y; 1).

SeaEm = m
nP

i =1
Pi ¡ E . Se considera! = dx. Como los divisores de la formadiv(G) ¡ E

tal que gr(G) = n ¡ 3, son linealmente equivalentes, bastar¶a probar quediv(! ) = En¡ 3 +
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div(f y). Como f y = FY =Zn¡ 1, es lo mismo que probar:

div(dx) ¡ div(FY ) = ¡ 2
nX

i =1

Pi ¡ E: (4.1)

N¶otese primero quedx = ¡ (f y=f x )dy = ¡ (FY =FX )dy, por lo tanto ordQ(dx) ¡ ordQ(FY ) =
ordQ(dy) ¡ ordQ(FX ) para todo Q 2 X .

Supongamos queQ es un lugar centrado enPi 2 Z \ C . Entonces y¡ 1 = Z=Y es
un par¶ametro de uniformizaci¶on deOPi (X ), y dy = ¡ y2d(y¡ 1), luego ordQ(dy) = ¡ 2.
Gracias a la Proposici¶on 2.3.2, tenemos queFX (Pi ) 6= 0, y por tanto los dos miembros de
la Ecuaci¶on 4.1 tienen orden¡ 2 en Q.

Supongamos queQ es un lugar centrado enP = ( a; b;1) 2 C. Podemos suponer que
P = (0 ; 0; 1), ya que dx = d(x ¡ a), y las derivadas no cambian por traslaci¶on.

Consideremos el caso en queY es tangente aC en P. Entonces P no es un punto
m¶ultiple (por hip¶otesis), por lo tanto x es un par¶ametro de uniformizaci¶on, yFY (P) 6= 0.
Adem¶as ordQ(dx) = ordQ(FY ) = 0, como pretend¶³amos. SiY no es tangente, entonces
y es un par¶ametro de uniformizaci¶on enQ, luego ordQ(dy) = 0, y ordQ(f x ) = r ¡ 1

Q , como
quer¶³amos. ¥

Corolario 4.5.1. SeaW un divisor can¶onico. Entoncesgr(W ) = 2 g ¡ 2, y `(W ) ¸ g.

Demostraci¶on. Podemos suponer queW = En¡ 3. Entonces aplicamos el Corolario 4.3.4¡ (ii).
¥
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4.6. Teorema de Riemann-Roch

En este c¶elebre teorema se determina el t¶ermino que falta en la desigualdad del teorema
de Riemann para transformarlo en igualdad. Nuestra demostraci¶on sigue la demostraci¶on
cl¶asica de Brill y Noether.

Lema 4.6.1 (Reducci¶on de Noether). SeaW un divisor can¶onico deX , P 2 X , y D
un divisor. Si `(D ) > 0, y `(W ¡ D ¡ P) 6= `(W ¡ D), entonces`(D + P) = `(D ).

Demostraci¶on. EscojamosC como antes con puntos m¶ultiples ordinarios, y tal queP sea

un punto simple C (Proposici¶on 3.2.3), y por lo tanto Z ¢ C=
nP

i =1
Pi , con los Pi distintos.

SeaEm = m
P

Pi ¡ E . Los t¶erminos del enunciado del lema dependen s¶olo de las clases
de equivalencia lineal de los divisores implicados, por lo tanto podemos suponer, gracias a
las Proposiciones 4.5.1 y 4.2.5, queW = En¡ 3, y D Â 0. LuegoL(W ¡ D) ½ L(En¡ 3).

Seah 2 L(W ¡ D), tal que h =2 L(W ¡ D ¡ P). Escribamos h = G=Zn¡ 3, y G una
adjunta de grado n ¡ 3 (se sigue del Corolario 4.3.4). div(G) = D + E + A, con A Â 0,
pero A ¨ P.

Tomemos una rectaL tal que L ¢ C= P + B , donde B consta den ¡ 1 puntos simples
de C, todos distintos de P. div(LG) = ( D + P) + E + ( A + B ).

Ahora supongamosf 2 L(D + P); seadiv(f )+ D = D 0. Debemos probar quef 2 L(D),
es decir,D 0 Â 0.

Como D + P ´ D 0+ P, y ambos divisores son efectivos, aplicamos el Teorema 4.1.1
(teorema del residuo), entonces existe una curvaH de grado n ¡ 2 tal que div(H ) =
(D 0+ P) + E + ( A + B ).

Pero B contienen ¡ 1 puntos distintos alineados, yH es una curva de gradon ¡ 2. Por
el Teorema de B¶ezout,H debe contener aL como componente. En particular,H (P) = 0.
Como P no est¶a enE + A + B , se tiene queD 0+ P Â P, o D 0 Â 0, como se pretend¶³a. ¥

Teorema 4.6.1 (Riemann-Roch). Sea W un divisor can¶onico de X . Entonces para
todo divisor D , se tiene que

`(D ) = gr(D ) + 1 + `(W ¡ D): (4.2)

Demostraci¶on. Antes de probar el teorema, obs¶ervese que conocemos ya esteteorema para
divisores de grado su¯cientemente elevado. Lograremos demostrar el caso general si pode-
mos comparar los dos miembros de la Ecuaci¶on 4.2 paraD y P + D, P 2 X ; obs¶ervese que
gr(D + P) = gr(D ) + 1, mientras que los otros dos t¶erminos no constantes cambian por 0
o por 1. El n¶ucleo de la demostraci¶on es por tanto el Lema 4.6.1 (Lema de reducci¶on de
Noether).
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Empecemos pues la demostraci¶on. Para cada divisorD , consideremos la ecuaci¶on:

`(D ) = gr(D ) + 1 ¡ g + `(W ¡ D): (4.3)

Caso 1: `(W ¡ D) = 0 : Del Corolario 4.5.1 se sigue queg · `(W ), y de la Proposici¶on
4.2.4 sabemos què(W ) · `(W ¡ D) + gr(D ), entonces tenemos quegr(D ) ¸ g en este
caso. Por el Teorema 4.3.1 (Teorema de Riemann),̀(D ) ¸ gr(D ) + 1 ¡ g ¸ 1, y si la
ecuaci¶on 4.3 fuera falsa ser¶³à(D ) > 1.

Probaremos este caso por inducci¶on respecto a`(D ). Elijamos un P tal que `(D ¡ P) =
`(D ) ¡ 1 (Proposici¶on 4.2.6). Si la ecuaci¶on 4.3 fuese falsa, entonces`(D ¡ P) > 0, por lo
tanto el Lema de reducci¶on implicar¶³a què (W ¡ (D ¡ P)) = 0. Aplicando la hip¶otesis de
inducci¶on aD ¡ P, obtenemos què (D ¡ P) = gr(D ¡ P)+1 ¡ g, luego`(D ) = gr(D )+1 ¡ g,
que es precisamente 4.3.

Caso 2: `(W ¡ D) > 0: Este caso s¶olo puede presentarse sigr(D ) · gr(W ) = 2 g ¡ 2
(Proposici¶on 4.2.2¡ (ii)). Entonces podr¶³amos elegir unD maximal para el cual la ecuaci¶on
4.3 ser¶³a falsa; es decir,

`(D + P) = gr(D + P) + 1 ¡ g + `(W ¡ D ¡ P) (4.4)

ser¶³a verdad para todoP 2 X . Escojamos, gracias a la Proposici¶on 4.2.6, unP tal que
`(W ¡ D ¡ P) = `(W ¡ D) ¡ 1. Por el Lema 4.6.1,`(D + P) = `(D ). Como la ecuaci¶on
4.4 es verdad, tenemos̀ (D ) = `(D + P) = gr(D + P) + 1 ¡ g + `(W ¡ D ¡ P) =
gr(D ) + 1 ¡ g`(W ¡ D), como quer¶³amos. ¥

De este teorema se deducen los corolarios que se enuncian a continuaci¶on; los primeros
tres no se demostrar¶an pues se siguen directamente del teorema, y utilizando la Proposici¶on
4.2.2.

Corolario 4.6.1. `(W ) = g si W es un divisor can¶onico.

Corolario 4.6.2. Si gr(D ) ¸ 2g ¡ 1, entonces`(D ) = gr(D ) + 1 ¡ g.

Corolario 4.6.3. Si gr(D ) ¸ 2g, entonces`(D ¡ P) = `(D ) ¡ 1 para todo P 2 X .

Corolario 4.6.4 (Teorema de Cli®ord). Si `(D ) > 0, y `(W ¡ D) > 0, entonces
`(D ) · 1

2gr(D ) + 1 .

Demostraci¶on. Podemos suponer queD Â 0, D 0 Â 0, D + D 0 = W , y tambi¶en que `(D ¡
P) 6= `(D ), para todo P, ya que en otro caso se trabaja conD ¡ P y se consigue una
desigualdad mejor.
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Elegimosg 2 L(D) tal que g =2 L(D ¡ P) para cada P Á D 0. Entonces es f¶acil ver que
la aplicaci¶on lineal ' : L (D )=L(0) ! L (W )=L(D) de¯nida por ' (f ) = (f=g) (las barras
designan las clases laterales) es uno a uno. Adem¶as`(D 0) ¡ 1 · g ¡ `(D ). Aplicando el
Teorema de Riemann-Roch aD 0 se acaba la demostraci¶on. ¥

El t¶ermino `(W ¡ D) puede ser adem¶as interpretado por medio de diferenciales. SeaD
un divisor. De¯nimos ­( D ) como el conjunto f ! 2 ­ j div(! ) Á Dg, que es un subespacio
vectorial de ­ (sobre k). Sea±(D) = dim k ­( D ), el ¶³ndice deD. Las diferenciales de ­(0)
se denominandiferenciales de primera especie(o diferenciales holomorfas, sik = C).

Proposici¶on 4.6.1. (1): ±(D ) = `(W ¡ D).

(2): Existen g diferenciales linealmente independientes de primer ordensobreX .

(3): `(D ) = gr(D ) + 1 ¡ g + ±(D).

Demostraci¶on. SeaW = div(! ). De¯nimos una aplicaci¶on lineal ' : L (W ¡ D) ! ­( D )
por ' (f ) = f ! . Tenemos que' es un isomor¯smo, que prueba (1). Las a¯rmaciones (2)
y (3) se siguen ya inmediatamente. ¥
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