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PRECONDITIONNEMENT DU PROBLEME DE STOKES
MEJDI AZAIEZ et _JEAN-LUC GUERMOND *

Résumé. Un préconditionnement est présenté pour les équations de Stokes & trés grand nombre
de Reynolds. On démontre la convergence de la solution du systéme approché vers la solution exacte
lorsque le nombre de Reynolds tend vers I'infini.

Mots clefs. Stokes, Perturbations singuliéres, Préconditionnement.

1. Introduction. On considére ’écoulement instationnaire d’'un fluide visqueux
incompressible dans un domaine ) ouvert borné connexe li pschtizien de IR". L’ap-
proximation temporelle du probléme de Navier-Stokes conduit pour chaque pas de
temps a un systéme de Stokes du type:

(3:1) u, — eVu, + Vp, = f, V. =0, Ugan =0

ou, par exemple, ¢ = At/2Re si ’évolution temporelle de la diffusion visqueuse
est approchée par un schéma de Crank-Nicolson. Le probleme est bien posé dans
HI(92) x LZ(2) si f est dans HI*(Q) et la solution (u,,p,) est dans HI;(Q) x L3(Q)
[4], [5].

2. Discrétisation. L’approximation de la formulation variationnelle associée a
(1.1) aaide d’une approximation stable et convergente conduit & un systéme algébrique
du type:

AU +BTP, = F

ol les matrices A, et BT correspondent respectivement a la discrétisation des opérateurs
Id — €eV? et divergence. A, est symétrique définie positive et B satisfait une condition
“inf-sup” de telle sorte que le systeme linéaire soit bien posé. Pour résoudre (2.1) on
choisit d’éliminer la vitesse de maniére que la pression soit solution de:

(2.2) BAT'BTP, = BAT'F

ott BA! BT désigne 'opérateur d’Uzawa discret [3]. Il est alors possible de résoudre le
systéme obtenu par une méthode itérative du type gradient conjugué. Afin d’accélérer
la convergence du processus itératif on se propose de le préconditionner.

3. Préconditionnement. Un préconditionnement classique de (2.2) consiste &
éliminer la diffusion visqueuse dans (1.1) et a résoudre un probléme de Poisson avec
condition de Neumann homogeéne sur la pression (e.g. voir [3]). C’est aussi sur cette
idée que repose la méthode de projection [5] [6]. Par la suite on donne quelques
arguments théoriques justifiant cette approche.

Dans le cas présent, I'idée naturelle pour préconditionner (2.2) consiste & appro-
cher l'opérateur A7! par A;! en posant € = 0. Pour fixer les idées dans le cadre d’une
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approximation de Galerkin, 'opérateur A, est donné par Ay; = (u;,u;) ot les (u;)ier
constituent une base de I'espace d’approximation et (.,.) désigne le produit scalaire
de IL*(Q2). Pour une méthode spectrale on manipule des bases orthonormées et donc
on a A, = Id (cf. [1]).

Soit (Uy, Fp) la solution du probleme (Q,):

3.1) BA;'BTP, = BA;'F
‘ Uy = A7 (F—BTPR,)

La question naturelle qui se pose alors est de savoir si (U, Py) est une bonne approxi-
mation de (U, P.) quand € tend vers zéro. Pour répondre a cette question on établit
le résultat suivant:

Théoréme 3.1. Si Q est C? et f € L*(Q) alors u, — u, dans H et p, — p,
dans LY(R), ot H = {v € L*(Q), V.v = 0,v.n100 = 0} et (o, p0) est la solution de

(3.2) o+ Vp, = f, V. =0, Up-Njan = 0

Preuve. La démonstration repose sur les propriétés de la régularisée de Yosida de
I'opérateur de Hemholtz Id — €V?, cf. [2] pour les détails O

De plus on peut montrer [2] que si Q n’est que lipschitzien et f € HI'(Q), la
convergence de p, vers p, se fait toujours dans L}(f2) et celle de u, se fait dans le
dual de V = {v € HI (), V.v = 0}. Ce résultat améliore notablement le résultat de
convergence de la pression établi pour la méthode de projection [5], [6].

Notex que HI () étant dense dans H toute approximation conforme de IHI}()
est une approximation conforme de H et donc pour ’approximation du systéme (3.2)
on peut utiliser les mémes opérateurs discrets que dans le cas du systéme de Stokes
initial. Ainsi la discrétisation de (3.2) conduit au probléme (Q,), et donc en vertu du
théoreme ci-dessus, (Us, P;) est une bonne approximation de (U,, P.).

La méthode présentée ici a été testée dans le cadre d’une approximation spectrale
du probléme de Stokes tridimensionnel a haut Reynolds et a permis de résoudre le
systéme itératif en un nombre d’itérations nettement inférieur & celui nécessaire pour
la résolution sans préconditionnement (cf. [1] pour d’autre détails).
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