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Résumé.  On présente une méthode de stabilisation pour I’approximation des opérateurs linéaires
monotones. [’idée principale consiste a décomposer I’espace d’approximation en
échelles résolues et échelles de sous-maille de sorte que la forme bilinéaire du
probleéme satisfait une condition inf-sup par rapport a cette décomposition. On obtient
une approximation de Galerkin optimale en introduisant un terme de diffusion artificiel
sur les petites échelles. © Académie des Sciences/Elsevier, Paris

Subgrid stabilization of Galerkin approximations
of monotone operators

Abstract.  This paper presents a stabilized Galerkin technique for approximating monotone linear
operators in Hilbert spaces. The key idea consists in introducing an approximation space
that is broken up into resolved and subgrid scales so that the bilinear form associated
with the problem satisfies a uniform inf-sup condition with respect to this decomposition.
An optimal Galerkin approximation is obtained by introducing an artificial diffusion on
the subgrid scales. © Académie des Sciences/Elsevier, Paris

Abridged English Version

Let V' C L be real Hilbert spaces with dense and continuous imbedding (V' ¢ L = L' C V').
Let o € £(V x L,R) be a monotone bilinear form (Vu € V, a(u,«) > 0) such that (1.1) holds.
The property (1.1) is equivalent to assuming that the problem (1.2) is well posed. The objective of
this Note is to propose a stabilized Galerkin approximation for (1.2). To this end, we introduce a
sequence of finite-dimensional subspaces of V', say (Xy)m>0). and we assume that there is W, a
dense subspace of V, so that the approximation property (2.1) holds.

Note présentée par Philippe G. CiarcET.
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In general. the quantity inf,,, cx, sup,, ey, (alwg,vi)/lunllv llonllr) is not bounded from below
uniformly with respect to f/ by a strictly positive constant; as a result, the standard Galerkin
approximation of (1.2) is usually not optimal. To avoid this difficulty. we propose to enlarge the space
of the test functions: that is, we introduce a new sequence of finite-dimensional spaces, X cv
and X, "' Xy, = . so that when setting X;, = Xy & X,, the bilinear form o satisfies the umtmm
inf-sup mndmon (2.2). One may think of Xy as being composed of the resolvable scales whereas

X is composed of subvnd scales, We also define a filtering operator Iy : X;, — Xy as being the
pr()Jectmn associated with the decomposition X;, = Xg & X/, We assume thdt Py is stable in L
uniformly with respect to (£, ). For all v;, in X, we set vy = Prvy, and 1 =, — Uy.

The inf-sup condition (2.2) will allow the control of the resolvable scdles of the approximate
solution, but to control the subgrid scales we introduce an artificial diffusion mecanism as follows:

we set A(h) = 1/sup,, v, (Jloallv-/llen]lr). we introduce a norm || - ||, satisfying (2.3), and finally
we define b, € L1 \'” XIR) with the continuity and coercivity properties (2.4). The simplest
choice is by (v w!l) = /\(/1)(1*,1 wi )y, but other choices are possible in practice (see (2.5)).

The (stabilized) (;alurkm problem we consider now is: find u, in X}, so that (2.6) holds. Owing to
the inf-sup condition (2.2) this problem has a unique solution and we have:

THEOREM L.1. — The solution of (2.6) satisfies (2.7) and if w € W, the estimates (2.8) hold.

In practice, when X is a finite element space we have A(h) ~ H: as a result, the error estimate (2.8)
is optimal in the norm of V. Note also, that when « is associated with a transport equation, (2.8)
is identical to the crror estimate of the streamline diffusion technique (c¢f. [4] and |6]). The subgrid
technique can be extended to take into account singular perturbations as shown in 84.

Now we focus our attention on linear PDE’s of first order, and for this class of problems we build P
and P, approximation spaces that satisfy the hypotheses of the abstract framework defined above. Let {2
be a bounded open set in R?. For ke {1..... d} and m € N\ {0} define A* : © — M, . (R).

and set j§ = (A, ... AY). For a smooth function u : € — R™. we define -V u : 2 — R™ by
(3-Vu), = ‘;’ . :"” 4’ J.,uy for 1 < < m. For a smooth function v : £ — R™ we define

v (3N u)y =300, 'n,-(/)’-v'u,),-. and we denote |uly s = [.féz(/‘ﬁVzl,) : (,/"f~V’11,)] vz,

Assume, for the sake of simplicity, that 2 is a polyhedron in R and let TH be a regular, quasi-
uniform triangulation_of {2 composed of affine simplexes. We denote by T the reference simplex
and by [y : Ty — T the affine mapping that maps Ty onto 7. To build P, or P, finite element
approximation spaces, we define Xy as being the imn-tensor product of the Py or IP’> scalar finite
element space based on 7. For the P’ approximation, we define v € H} (1’) with ) < ¢» < I, and we
set X = @, [spdn ¢(F'y )" For the P, approximation, we consider « + I independent functions

of }I‘,( ) Dy ¢4 1. and we assume that these functions are globally invariant by the symmetries
of 7. Finally, we sct X7 = = @y, [span{y (Fu ). ..., Yapr (Fr )™,
In the two cases introduced above the decomposition X, = Xy & X}/ is L%-stable and the

couple (Xpy. X3, ) is such that Lemma 4.1 and Corollary 5.1 hold. As a result, the subgrid stabilization
technique can be applied for approximating PDE’s involving the bilinear form Isz veouto-(3-Vau),
where the 11 x m matrix-valued field o and /3 satisfy suitable regularity and monotony hypotheses.

1. Le probleme modéle

Soient V' C L deux espaces de Hilbert réels avec injection dense et continue; on identifie
Voo L=L cV’ Soitae LV x L.R) une forme bilinéaire monotone (Vu € V, a(u,u) > 0)
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telle que :

e alu, v
de > 0. inf sup e ) > ¢, Vo e L, (v#0) = (sup ~(———> # 0). (1.1)
weV e Jullyllol|r wev [[ullv

L hypothése (1.1) est équivalente a supposer que le probléme suivant est bien posé :
pour f ¢ L, trouver u € V tel que, Vv € L, alu, vy =(f,v)L, (1.2)

Exemple 1.1. — Soit €2 un ouvert borné regulier de R?. Considérons dans €2 I’équation scalaire
ou+3-Vu=f o e Cl ;R est un champ de vecteur remplissant a divergence nulle si o = ()
ou bien o(x) —div3{(2)/2 > oy > 0 sinon. Ce probleme entre dans le cadre ci-dessus avec L = L?(€2)
et V.={vel?()| 3-VoeLl*Q), oyr- =0}, ob I'" est la frontitre entrante.

Exemple 1.2. — En Posant V = Hg(rot. §2) x H(rot, Q) et L = L%(2)? x L2(Q)*, le probléme de
Maxwell simplifié : trouver (E. B) € Vtel que [, E-c+B-b—c-rotB4+b-votk = [, f-e4g-b,
pour tout (¢,b) € L entre dans le cadre ci-dessus.

Exemple 1.3. — Le probleme de Darcy : V = Hy(div.©2) x H}(Q)/R et L = 1.2(2)* x L*(Q)/R :
trouver (u.p) € V tel que [, u-v+v-Vp+qdivu = [, f-v+ gq. pour tout (v.q) € L.

2. Le cadre discret

On s’intéresse dans cette Note a I’approximation de (1.2). Pour ce faire, on introduit (X )0
une suite de sous-espaces de V' de dimension finie, et on suppose qu’il existe W, un sous-espace
dense de V, et & > 0, ¢ > 0 tels que

Yo e W, inf v —wgl|lr + Hlv —wg|h < (:HkHH’anr. 2.1

wp €Ny

En général, la quantité¢ inf,,ex, sup, cv, (@(ws.va)/Jug|lvllvglle) n’est pas minorée
uniformément par rapport & A par une constante strictement positive, il en résulte que I’approximation
de Galerkin de (1.2) n’est généralenent pas optimale. Pour remédier a cette difficulté il convient
d’élargir I'espace des fonctions test. Cette idée conduit a introduire une nouvelle suite d’espaces de

dimension finie X/ V', XXy =0, de sorte qu’en posant X, = Xz & X, la forme a satisfait :

X (Vg , by
Je, >0, V(H, 1), inf  sup M;L)— > ¢, (2.2)
rneXu g, ex, vmllvllenll

Par la suite on suppose que Py : X;, — Xy, la projection de X, sur Xy parallele 2 X,‘f’ est
stable dans L uniformement par rapport & (H,%). Pour tout v;, dans X, on pose vy = Pyu, et
fu,',’ = v, — vg. L'espace Xy est moralement associé aux « échelles résolues », alors que X,? est
associé aux « échelles non résolues », et Py est un filtre. L’inégalité (2.2) va permettre de controler
les échelles résolues de I"approximation numérique. Le probléme qui se pose ensuite est de controler
les échelles non résolues. La deuxieme idée importante de cette Note est que, puisque a est monotone,
il est possible de contrdler ces échelles par une viscosité artificielle. Dans cette perspective on pose
A(h) = 1/sup,, e, (7 ihv/llvallz) et on introduit une norme || - ||y telle que

Jeo >0, Jew >0, Vo € X[ coallort - < o1, < cod(h) Yl L. (2.3)
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Enfin, on définit b, € L(X/ x X R) tel que pour tout (v}, wi) dans X} x X}
/I ”U} ”b < bh(l/h lf) et bh('“h Wh, ) < (B/\ HLh H””“h “I’ (24)

Remarque 2.1. — A(h) > 0 car X, est de dimension finie. En particulier, pour un espace d’éléments
finis on a A(h) ~ H (cf [5]).

Exemple 2.1. — Le choix le plus simple est by, (v, wf) = A(h) (v, w{)y-. Une autre possibilité
consiste a prendre X' C V tel que sup, v, (H'h”A/“"h ) < eA(h)™'. En supposant X, C X,
on peut choisir by, (vff . wf') = A(h)(of .wf)x. Ainsi, dans le cadre de Iexemple 1.1, (puisque
H'(2) € V) deux définitions sont possibles pour by, (vf wil) :

/\(h)/ el +(3-Voil Y 3-Vwl) ou /\(h)/ v wl (Vo) (Vwlh). (2.5)
Ja

RaY:

Par la suite on s’ intéresse au probleme de Galerkin suivant : trouver uy, dans X, tel que :
- . H H
Yo, € Xy, aluy,vp) + by Gyl vy ) = (foen). (2.6)

THEOREME 3.1. — Le probléme (2.6) a une solution unique, et la solution satisfait :

au(t—up, u—w)* < e inf' [/\(h,)“'l/zllu —wgllL + M)V u - wHH\'].

e 2.7)
e —wnlly- + Jef |ls < ¢ nglf\ [ACh) M| = wg | + llu— wilv].
o a, € LIV x V.R) est la partie symétrique de o : a(u,v) = £(a(u.v) + a(v,u)).
COROLLAIRE 3.1. - Si w, solution de (1.2), est dans W, la solution uy;, de (2.6) satisfait :
(1 = Up 1 — Uy, 2 < rf(H//\(lr,))l/gH]"+l/2II'U,HW, 2.8)
[l = wn v+ i s < CH/AR) HF||ulfs '

Remarque 2.2. — Lorsque Xy est un espace d’éléments finis on a A(h) ~ H et I’estimation (2.8)
est optimale dans V. Si a, est L-coercive, (2.8) n’est pas optimal dans L : il manque un facteur
H'/2. On peut retrouver 1’optimalité pour des éléments finis si le maillage satisfait certaines propriétés
géométriques (voir |8] et [5] pour d’autres détails).

Remarque 2.3. — Pour les équations de transport scalaires, (2.8) est identique A I'estimation fournie
par la méthode de diffusion ligne de courant (voir [4] et [6]).

3. Un probleme de perturbation singuliére

On conserve les hypothéses précédentes sur a, V., L et on introduit un nouvel espace de Hilbert
X' qui est dense et s"injecte continuement dans V. On introduit d € £(X x X.R) et on suppose que
a4+ dest X coercive : |[v|3 < a(v,v) + d(v.v). pour 0 < € < 1, on s’intéresse au probleme :

pour f € L, trouver u € X. Vv e X, al(u,v)+ ed(u,v) = (f,v). 3.1

Exemple 3.1. — Penser au probleme ou + /3-Vu — eAu = f, avec des hypothéses convenables sur
o. {3 et les conditions aux limites ; par exemple X = H}(Q?) et V, L définis dans ’exemple 1.1.
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On se donne X; C X et on suppose qu’il existe ¢ > O indépendant de (H.h) tel que
csup,, ex, (lorllx/llealle) < A(h)~'. Cette hypothése signifie que X et V' sont associés a des
opérateurs différentiels de méme ordre. On cherche u) € X, tel que :

Y, € Xy, alup, vp) + ed(up, vy) + b;,(uf, w,fl) =(f,v). (3.2)
THEOREME 3.1. — Lu solution de (3.2) satisfait :

a(u— uy,u— w )Y+ 6]/2“11 —upllx <e¢ inf [x\(/n)l/QH’u —wyl

wi €Ny
e 2 — w4+ AR) Y u— wHuL], (3.3)
Joe = wplly < ¢ Helf\ [lw = wpllx + Ah) ju — wyllL]. (3.4)

4. Exemples

Soit Q un ouvert polyédrique borné de R Pour k£ € {1,....d} et m € N\{0} on se
donne A* : Q — M,,«.(R), et on pose 3 = (A',....A%). Pour une fonction réguliere
u: 0 — R™, on définit la fonction -V u : § — R™ par (-Vu), = Z:l >y ARO,, u; pour
1 < < m. Pour une fonction réguliere » :  — R™ on définit v - (#-Vu) = 3 1" v,(3-Vu),
et on note |ul, 5 = [./;2(/3&7’11,) . (/J-Vu)]l/z. On s’intéresse aux problémes basés sur la forme
a(u,v) = [,v-0-u+v-(3-Vu),on o et [ satisfont des hypotheses convenables.

Soit 7y une triangulation réguliere quasi-uniforme de {2 composée de simplexes affines (7). On
note T le simplexe de référence et Fy : Ty — T la transformation affine de Ty sur T.0n propose
d’abord un espace d’approximation par éléments finis PP;. Soit Xy tel que

Xy = {og € H(Q™ | vyp, € PU(Tu)™. VTy € Ty} @.1)

Soit ¢ € HY(T) avec 0 < ¢ < 1. On définit X} = D, [vect(y(Fyr))]™. Pour construire une
approximation P, on définit

Xy = «{’UH 1S HJ'(SZ)"' | VH|T, € PQ(TH)“I. V1i'y € 7}-{} (4.2)
Soient ¢y ... . 'I,Z(,H une famille de d 4 1 fonctions de H},(’?), linéairement indépendantes et globale-
ment invariantes par toutes les symétries de 7. On pose X = @T” [vect(sp1 (Fy).. ... apr(Fu))]™.

Dans les deux cas ci-dessus, la décomposition X;, = Xy & XhH est L2-stable et satisfait :

LEMME 5.1. — Si les Af"j sont constants par morceaux sur les simplexes Ty de Ty

. - (B-Vu
ey > 0, Y(H, h), inf  sup Joon -0 1)
wi€Xn peX, I'”'HIIJH'“}/ Hn

> ¢y (4.3)
COROLLAIRE 5.1. ~ Si LA] € CY(Q), il existe ¢y > 0 et ¢s > 0, indépendants (H, h), tels que :

oL (3 Vu
Vuy € Xp. sup _/S_’l__(_____i’_iiz

, 2 calunlig — csllumllo. 4.4)
weN, Honllo

Remarque 4.1. — Ces deux propriétés permettent d’appliquer la théorie présentée ci-dessus aux
problemes basés sur la forme «(u, v) définie ci-dessus. Cette théorie permet d’approcher correctement
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les problemes de convection-diffusion & convection dominante (exemple 1.1). et problemes de Maxwell
ou de Darcy (exemples 1.2 et 1.3) avec des éléments finis PP, ou Ps.

Remarque 4.2. - Les propriétés de stabilisation des bulles pour les problémes de convection-diffusion
ont été mis en évidence dans [1], |2] et [3], ol toutefois, la définition des bulles est implicite. Il
semble que la mise en évidence de I'importance de I'inégalité inf-sup (2.2) pour Ila classe des
problé:mes (1.2) soit nouvelle.

Remarque 4.3. - Pour les deux exemples ci-dessus, X représente littéralement des « échelles de
sous-maille », d’ol le nom de la méthode. Le notion de séparation d’échelles et de dissipation des
échelles non résolues est similaire a I'idée de viscosité spectrale introduite par Tadmor [7].

Exemple 4.1. — Pour illustrer les performances de la méthode, on I’applique en 2D au probleme
ou+d,u = favec u = cos(2mx) cos(8wy) dans 2 =]0, 1[? et o = 1072, On utilise une approximation
P, pour Xy et on engendre X! localement sur chaque simplexe Ty par la fonction Py par
morceaux sur 7 qui vaut 1 au barycentre de T et 0 aux trois sommets de Tp. Pour by on pose
bu (ol wfl) = g, mes(Tg )" [, Vel -Vl Sur la figure 1 on a représenté a gauche I'interpolé
P, de la solution, au centre la solution stabilisée par viscosité de sous-maille et & droite la solution du
probléme de Galerkin standard pour un maillage composé de 800 triangles (/1 ~ 1/20). La supériorité
de la technique proposée est claire.

Figure 1. - (Gauche) interpolé P de la solution. (centre) solution stabilisée
par viscosité de sous-maille, (droite) solution de Galerkin standard.
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