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Summary. This paper shows that the convergence estimates on the pressure given
in [5] and [6] for a series of projection methods are not correctly obtained since they
are all based on an inequality which is not correct. It seems that a convergence rate of
orderO(6t) in H?(£2)¢ for the velocity is required to establish convergence estimates
of orderO(6t) for the pressure. As conclusion, the conjecture that projection methods
yield convergence rates of order higher th@fyt'/?) for the pressure remains an
open question.

Résune. L'objet de cet article est de montrer que les estimations de convergence
sur la pression pour les @thodes de projectionédrites dans [5] et [6] ne sont
pas obtenues correctement car elles sont toutesebasur une iegalie fausse. |l
semble qu’on ait besoin d’une convergence(nt) de la vitesse dan&?(2)¢ pour
démontrer les estimations de convergence sur la pressian(éf. La question de
savoir si la néthode de projection a un taux de convergence pour la pression plus
éleve queO(6t/?) reste ouverte.

Mathematics Subject Classification (199B8pA40, 65J15

1. Introduction

Les nethodes de projection introduites par Chorin [1] et Temam [9] pour ap-
procher nurariquement les solutions desquations de Navier—Stokes instation-
naires sont largement utiées pour leur simplic et leur efficacé# (au moins pour
I'approximation de la vitesse). Cette classe détlmdes permet deédoupler les
approximations de la vitesse et de la pressiochaque pas de tempsyitant ainsi

les difficultes interentesa la esolution du prolme de Stokes. Afin d'illustrer ces
méthodes, cons@ons le prol#me de Stokes instationnaire dans un domaine fluide
0:

(11) divu =0
U= 0
u(t = 0,z) = vo()
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oU u et p sont respectivement la vitesse et la pression. L'outkedst borie connexe
régulier delR?, disons lipschitzien pour fixer les éds, etl” est sa frongre. Les
donrées f et ug sont supposes suffisammengégulieres pour assurer I'existence et
l'unicité d’une solution dans un bon cadre fonctionnel, i.e. on se place dans le cadre
d’application du teorme de Lions (cf. Lions-Magenes [3, p. 257] ou Temam [8, p.
253)).

On s’interesse par la suit@ I'approximation de la solution de (1.1) sur un inter-
valle de temps fini [0T]. Introduisons une partition de I'intervalle de temps= kot
pour 0< k < K ou 6t = T/K. L'idée de base deséathodes de projection re-
pose sur une stragie de pediction-correction: elle consiste construire deux suites
d’approximation de la vitesseuf) et (i) et une suite d’approximation de la pression
(px) telles quea chaque pas de temps. 1 soit une pediction deu(t**1) et uy+1 une
correction deug+1. L'algorithme consistant d’ordre 1 le plus simpleésit:

1.2) ?kﬂét_ Uk — yV2{iger = fre — Vi
Uk+1T = 0

et 3
Wt = UL+ V(pges — pi) = 0
.ot
(1.3) div up+1 =0
Uk+1-N| =0

La suite (1) est initialie parug = vo et la suite pi) initialisee en prenanpg
arbitraire.

Remarquons que le second syee eséquivalenta ug+1 = Priig+1 €t V(pr+1 —
pr) = (ig+1 — Prriig+1)/6t ol H est le sous-espace de(£2)¢ défini par:

(1.4) H={ue L*(N)¢, divu=0, un =0}

et Py désigne la projection orthogonale dé(2)? sur H. La vitesseuj+1 est une
prédiction dew(t**') qui satisfait la bonne condition au bord mais n’est padi-
vergence nulle. Ceé&aut est corrig en projetantu;.; sur H (d’'ou le nom de la
méthode), toutefois la projection,+; ne satisfait plus ergrement la condition au
bord; seule la composante normale de la vitesse est nulle.

Le gros avantage technique de l'algorithme (1.2)—(1.3) est de ne faire appel qu’
des solveurs du probine de Helmholtz et du pralshe de Poisson avec condi-
tion de Neumann homeaége. Cet algorithme contourne ainsi les diffiésltieesa
'approximation nurérique du prol#me de Stokes.

Sous des hypo#ses de égularie suffisantes sur la solution(p) de (1.1), en

I'occurence si: )

T 92y
(1.5) / dt < oo
o |oz],
T19vpl?
(1.6) / dt < oo
o | 9t g

il est alors possible d'obtenir les estimations suivantes:

a.7) sup |u(t®) — uglo < cbt
0<k<K
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K 1/2

(1.8) [&Z |u(t®) —ﬂk|§1 < \/C ot
1 1%
1% 1/2

(1.9) [& > Ip(t*) — px é] < cst*?
1

ou ¢ désigne une constant@gerique strictement positive. Noter que la convergence

sur la pression est assez pauvre cor@parcelle obtenue sur la vitesse. Lorsque le

terme Vp,, est absent de (1.2) (version originale de I'algorithme par Chorin [1] et

Temam [9]), les estimations sur la vitesse sontEhtY/2) comme pour la pression.
On peut affaiblir I'hypotleése de &gularié (1.5) en supposant uniqguement:

(1.10) /0 !

Dans ce cas les estimations (1.7), (1.8) et (1.9) sont encore correctes en, egrmnplac
les constantes parc/v.

Dans deux articlesécents, J. Shen propose de montrer gu’en conservant les hy-
potheses deé&gularieé de la solution (1.6) et (1.10), I'estimation de convergence en
O(6tY?) pour la pression petgtre anglioree enO(6t) [5, p. 72, Th. 2] et [6, p. 55,
Th. 1]. Ce Esultat serait en soités ineressant s'ietait correctementanonté. Or,
l'auteur base toutes ses estimations pour la pression sur égali@ qui n’est pas
valable ici. Plus pcisement, 'auteur introduit I'drateur de Stoked = — Py V?,
dont le domaine est le sous-espaceHE2)? N H}(£2)? constitie des fonctions
divergence nulle, et il a besoin que, (A~1u) réalise une normeéquivalentea celle
de H~1(£2)? pour toutu, dansH. En d’autre termes, l'auteur a besoin (cf. (2.1) dans
[5] et (2.7) dans [6]) de I'existence de deux constamtes 0 etc, > O telles que

2

dt < co.
1

0%y
ot?

(1.11) Yu € H, crlul? < (u, A7) < eoluf® 4.

L'existence de la constantg estévidente; par contre la constantg qui est fonda-
mentale ici, n'existe pas (i.e¢; = 0) comme nous le montrons par la suite.

Le present expds est organis comme suit. Dans une preiné partie on introduit
I'opérateur de Stokes dans un cadre optimal et on rappelle les arguratsrdus dans
[5], [6]. Du cadre optimal grsené on deduit quelques arguments qui montrent que
la convergence d’ordre 1 de la vitesse d&hg(2)? est insuffisante pour obtenir une
convergence d'ordre 1 de la pression. Ceci semble indiquér moins d’obtenir une
convergence de la vitessg,; dansH?(£2)?, on ne peut pas e8per une convergence
sur la pression plus forte qu’@n(6t*/?). Dans une seconde partie on donne &suitat
de densi# qui permet de construire un contre-exemplél.11). Le contre-exemple
en question et quelques conclusions soispnés dans la derare partie.

2. L'opérateur de Stokes

Afin d’éclairer I'exposg, on rappelle et on analyse l&d poursuivie par J. Shen. Tout
d'abord, pour éfinir correctement I'oprateur de Stokes, introduisons I'espace:

(2.1) HIV(2) = {u € LA(2)?, divu € LA(2), uny = 0}.
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Muni de la norme(|u[ + [div u|g)l/2, HIV(02) est un espace de Hilbert. S@i (12)¢
I'espace des fonctions igfiniment diferentiables: support compact dars. On peut
montrer queZ (12)* est dense dangJV(12) (cf. Girault-Raviart [2, p. 29]). Le dual

de Hgi"(ﬂ) est donc un espace de distributions et on a les inclusions (avecé&ensit
continuig):

(2.2) HXQ) c HV(Q) c L2(0)? = (L)Y ¢ HV(Q) ¢ H-Y()".

D’autre part:

Lemme 2.1. On a la cecomposition

(2.3) HIV(QY = H @ V(I2(0)/R).

Démonstration.ll est clair que I'espace de droite est contenu da’ﬂg"(ﬂ)/.

Réciproquement, soit € HgiV(Q)'. On résout dans un premier temps le pebk:
trouveru € H tel que

Vv € H, (u,v) =< l,v >

oll < .,. > désigne la duali entreHIV(2)" et HIV(12) et (,.) designe le produit
scalaire dand.?(£2)¢. Comme (,.) est aussi un produit scalaire daHs ce probéme

a une solution unique € H et

D'aprés la dfinition dew, la forme liréairel —u € HIV(£2)' s'annule sutH . D'aprés

les inclusions (2.2) on peut conéigr! —u comme une forme d& —1(£2)? et d’apes

la définition dew cette forme s’annule sur. D'apres le tleoeme de De Rham [4],

il existe unp dansL?(£2) défini & une constante s tel que — u = Vp. De plus on
a (cf. par exemple Girault-Raviart [2, p. 20]):

Ip|Loym < cll —ul 1

En conclusion on &= + Vp et la cecomposition est unique. O

La decomposition (2.3)@eralise celle, bien connue, d&(£2)? = HeV(H(£2)/1R)
(cf. Girault-Raviart [2, p. 29] ou Temam [8, p. 17] par exemple) et permeté&diaid
une extension de la projection orthogon&le aHg'V(Q)/; par la suite on note encore
par abus de notatiofy : Hg“’(())' — H I'extension en question.

IntroduisonsV = {u € H3}(2)% divu = 0} et D(A) = {u € V; V?u ¢
HIV(2)'}. Définissons I'oprateur de Stoked tel que:

A:D(A) — H
(2.4) u — —PyVu

On érifie aigment qued est non bora, ferne, elliptique, auto-adjoint et inversible,
d’inverse compact dang/. Remarquons de plus que § est C? les tteoRmes
de regularié de la solution du probme de Stokes permettent de prendred) =
H?(2)? NV comme cela est fait dans [5], [6].
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Pour étudier la convergence de I'algorithme (1.2)—(1.3) dfirdt les fonctions
d’erreurse;, = u(t?) —ug, €, = u(t®)—as eté, = p(t*)—py. En soustrayant (1.2)+(1.3)
de (1.1) on obtient le sysie:

—Rp + I/Vzék...l

€k+16t* Lk 4+ A\

(2.5) div (k1) = 0
(%, ) = 0
ou Ry est le reste irtgral de Taylor:
1 P, t)
(2.6) Rk(x)—& /fk t—1t") 12 dt.

L’id ée poursuivie dans [5], [6] consiste dire qu'il est possible de colter
lex+1 — ex|_1/6t et |6x+1]o par la norme de- Ry + vV2€;.1 dansH ~1(£2)?. Pour ce
faire, en remarquant que; — ex) est dansH, I'auteur dualise la prerare équation
par A= Y(en+1 — ez), faisant ainsi dispaitae le gradient dé., et applique liregalié
(1.112) pour obtenir la majoration:

leps — exl?y
a

(2.7) st < | = Ry, + V21| _1]eret — ex|-1
d’ou

2.8) 1 M Ry a4 il

et par conéquent

(2.9) 16k+1]0 < ¢|Vbks1]—1 < ¢ (|Ri| -1 + v|€k+1]1)

Cette iregalié “assure” la convergence de la pressionCkht) car on peut effective-
ment contbler |Ri|_1 en O(6t) en demandant unégularié dew du type (1.10), et
|Ex+1]1 €st contéle enO(6t) par (1.8).

Malheureusement la minoration (1.1dfant fausse, comme nous le montrons par
la suite, I'obtention de (2.8) et (2.9) est donc incorrecte. D’autre pald, lumere
de ce qui est montrau é&but de cette section, il semble que (2.8) et (2.9) aient
peu de chances &lre vraies sans exiger plus degularie de la solution. En effet,
d'apres le lemme 2.1'H3'V((2)' = H @ V(L?(f2)/R), cesta dire que le couple
((ex+1 — €x)/6t, 6p41) € H x L?(£2)/IR réalise la @écomposition de- Ry, + vV26,+1
dans HZV(12)'. Ainsi, la premére égalie de (2.5) est “optimale” dan&dV(12)’ et
non pas dangZ ~1(£2)?. Par continui des projections induites par l&ebmposition
de HIV(12)" on obtient les estimations optimales:

Corollaire 2.1

|6k+l - 6lc|0

(2.10) 5t

S C(|Rk|ng|V(Q)/ + |Vv25k+1|H9iV(Q)/)

(211) |5k+1‘0 S C(|Rk|Hg“V(Q)/ + |szék+l|HgiV(Q)’)
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En cong&quence, pour obtenir une convergence sur la pressian(én) il faut
contdler la norme deVZ2é,.; dans HS'V(Q)/, c'esta-dire il faut avoir une esti-
mation sur la norme de;; dans V—Z(Hg"’((z)/), oll V2 désigne linverse de
V2 HY} ()Y — H-Y(2)% Un tel contdle “optimal” semble relativement diffi-
cile a obtenir puisquea la connaissance de I'auteur, il n'existe pas de pedprie
monotonie connue du laplacien sur des espaces strictement comprisieri®)?
et L2(2)? d'une part ou entrd ?(2)¢ et H}(2)? d’'autre part. En d’autres termes,
pour obtenir une bonne convergence de la pression (i.e)(@r)) il faudrait une
convergence de la vitesse,) dansH2(£2)¢. Mais celle-ci semble peu probable.

Ces prol®mes de convergence sur la pression @eglisent aux autres types
de nethodes de projection (Navier—Stokes, orétewe, etc...), puisque le sysne
(2.5) est, semble-t-il, un point passage obligatoire pour obtenir des estimations sur la
pression.

Cette difficule de convergence est probablemanmhettre sur le compte du fait
gue la suite des pressions est solution du gnote (1.3) qui impose implicitement la
condition de Neumann arbitrai@p;,/On r = ... = dpo/Onr (cf. Temam [10] pour
d’autres arguments dans ce sens). Elle est pgataussa mettre en parale avec,
semble-t-il, I'impossibilieé d’obtenir une &gularié convenable de la pression lorsque
le terme source n'est past Egulier. En effet pour? borre connexe lipschitzien,
et f € L%0,T;V"), up € H, on peut montrer I'exitence de dansZ?(0,7;V) N
C(0,T; H) et du/dt € L?0,T;V’), mais I'existence de la pression n’est agsur
qu’au sens des distributions daf§' (0, 7'; L?(£2)). La difficulté tient au fait essentiel
qgueV’ n'est pas un espace de distribution (cf. Simon [7] pour d’autétaild sur les
particulariés de cet espace).

3. Un résultat de densié

Avant d’exhiber un contre-exempleémhontrant que (1.11) est faux, @iablit un
résultat de dengtdes fonctions ingfiniment diferentiables support compact darf2
eta divergence nulle, dans un sous-espace des distributioHs dg2)? a divergence
nulle.

Par la suite on fait I'hypothse que la frondéire I" de {2 a un nombre fini de
composantes connexekg, I, ..., I, ou Iy désigne la frongéire de la composante
connexe infinie de?’ = R4\ 2.

Soit B le sous-espace fe@nde H2(12)/IR tel que:

(CRY B={pe HXQ)/®; Vp e Hy(2)"}

On \erifie ai#ment que pour toyi dansB, dp/dn|r = 0 etpr, = a; oU lesa; sont
des constantestelles arbitraires pour = O,...,m. On introduit aussiS et Sy les
sous-espaces dg —1(12)? tels que:

(3.2) S ={ue H Y9, divu=0}

(3.3) So={uesS, Vpe B, (u,Vp) =0}.

S est I'espace des distributions soléales deH —1(£2)?, et si on pouvait finir
la trace normale suf’ des distributions dé, les distributions de5' appartenana Sy
seraient celles pour lesquelles on aurait formellement:
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(3.4) Vi=0,...,m, (w-n,41,) =0

ou 1, est la fonction indicatrice dé;.

Sp est un sous-espace feende S de codimensionn. On peut aussi montrer que
So est l'image deL?(£2)? par le rotationnel lorsqué = 2 ou 3.

Afin d’énoncer le &sultat essentiel de cette section introduis@ride sous-espace
de Z(2)¢ compog des fonctions soleidales. On a alors leésultat de densgit
suivant:

Théoréme 3.1. 7" est dense danS, équige de la norme déd ~%(£2)<.

DémonstrationSoit f une forme lirgaire continue sufy. Supposons qu¢ s’'annule
sur 7", montrons alors qué¢ s’annule surSp; un corollaire bien connu du #oeme
de Hahn-Banach permettra de conclure.

Sp étant un sous-espace @ 1(£2)?, onétendf a H—1(£2)? a I'aide du tleoeme
de Hahn-Banach; sojt une des extensions possiblés-1(2)¢ étant Eflexif on iden-
tifie f & une fonction de73(¢2)?. Puisquef s'annule surZ” C Sy il en est de reme
pour f; d’apres le tleome de De Rham [4] il enésulte quef est récessairement
le gradient d’'une distribution, c'est dire:

e 7)), f=vp

Or f est dansHi(£2)? doncVp € HL(£2)%. D'aprés lnégalie (cf. Girault-Raviart
[2, p. 20]):
1P| L2(2)m < c|Vp|-1

et la continuié de linjection deH3(2)? dans H-1(£2)¢, on deduitp € L?(£2)/R.
Cesta-direp € H?(2)/IR et finalemenp € B, ce qui donne

Vu € So, (u, f) = (u, f) = (u, Vp) = 0,
d’ou la conclusion. O

De ce tleome on @éduit facilement la den&tdeV et H dansSy (voir Simon
[7] pour d’'autres corequences de ce ébieme de densdit sur leséquivalences entre
solutions fortes et faibles désjuations de Navier-Stokes).

4. Un contre-exemple — Conclusions

Pour cemontrer que (1.11) est faux il suffit démontrer la contrapée:
Théoreme 4.1.11 existe une suitéu;) d’éléements de{ telle que

(4.1) lugl? 1 > klug, A )

DémonstrationSoit ¢ € H(2)/IR tel que

V2P =0
0P _

onr, ~Ji

avecfm_ g; =0 pouri =0,...,m. Pour chaque choix deg;} ce probéme admet une
solution unique. Paré&finition, V¢ appartienta S, de plus on a
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0D &
ve@), [ veve= [ e [ g
7] r on =0 /T
En particulier pour tout € B on agq|r, = a; (lesa; étant des constantes), d'o
Vg € B, (Vo,Vq) =0.

Posonsu = V@, u appartient manifestemeatS, d’'apres ce qui peede. D’apes le
Théoeme de dendgit 3.1 il existe une suiteuf,) d’élements dez” C H telle que

up — u dansH~1(£2)%. Plus pécigment, on peut choisir la suite de telle sorte que
pourk > 1:

u|—
lu —ugl-1 < | ]L '
Soitv;, € D(A) etp,, € L?($2)/R les solutions du proBime de Stokes:
—V?u, +Vpr =
div v, = 0

Par definition de I'oprateur de Stokes onwg, = A~u;,. D’autre part on a:

—V2u, + V(pg — D)
div Vi

Uk —u

0

d’ou les estimations:

lpk — @lr2)m < clup —ul-1 < ]f;|u|—1
|okls < clur —ul-1 < Flul-

La secondeé&rie d'estimations condud
/
_ C C
(ury A ug) = (ug, vg) < |ug|-1]vgl < k|uk\—1|u|—1 < k; lug|?

ce quiétablit le esultat modulo des constanteggr O

Ce resultat est a priori un peu surprenant, il montre I'existence de potentiels
(i.e. les fonctions®) dont on peut approcher le gradient daHs 1(£2)? par des
fonctions deH, (ie. des fonctiona divergence nulle et de trace normale nulle au bord).
L'intuition voudrait que le gradient en question satisfagda limite un probdme de
Neumann homogne dont l'unique solution esém modulo les constantes. Eralite
I'approximation ayant lieu dan& —%(2)¢, la condition limite de Neumann n'a pas
de sens. Autrement dit, les fonctions fleconvergent ver§&/® en ceveloppant une
couche limite au bord.

En conclusion, la question concernant la posséititun taux de convergence
theorique de la pression d’ordre plétewe queO(5tY/?) reste ouverte. Sougserve
que l'erreur sur la pression est effectivement cblé uniqguement par (2.5), alors
une convergence d'ordre 1 ou plus de la vitesgg ansH(2)¢ ne peut conduire
qu’'a une convergence d'ordrg2 sur la pression. Un taux de convergence gliesé
sur la pression regaie une convergence de la vitesse dans un espacegguker

que H(2)¢, c’esta dire dansV*Z(HgiV(Q)/). En fait, une convergence d'ordre 1 de
V?2¢,+1 en normeL?(£2)? serait suffisante.
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