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Summary. This paper shows that the convergence estimates on the pressure given
in [5] and [6] for a series of projection methods are not correctly obtained since they
are all based on an inequality which is not correct. It seems that a convergence rate of
orderO(δt) in H2(Ω)d for the velocity is required to establish convergence estimates
of orderO(δt) for the pressure. As conclusion, the conjecture that projection methods
yield convergence rates of order higher thanO(δt1/2) for the pressure remains an
open question.

Résuḿe. L’objet de cet article est de montrer que les estimations de convergence
sur la pression pour les ḿethodes de projection décrites dans [5] et [6] ne sont
pas obtenues correctement car elles sont toutes basées sur une ińegalit́e fausse. Il
semble qu’on ait besoin d’une convergence enO(δt) de la vitesse dansH2(Ω)d pour
démontrer les estimations de convergence sur la pression enO(δt). La question de
savoir si la ḿethode de projection a un taux de convergence pour la pression plus
élev́e queO(δt1/2) reste ouverte.
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1. Introduction

Les ḿethodes de projection introduites par Chorin [1] et Temam [9] pour ap-
procher nuḿeriquement les solutions deśequations de Navier–Stokes instation-
naires sont largement utilisées pour leur simplicité et leur efficacit́e (au moins pour
l’approximation de la vitesse). Cette classe de méthodes permet de découpler les
approximations de la vitesse et de la pressionà chaque pas de temps,évitant ainsi
les difficult́es inh́erentesà la ŕesolution du probl̀eme de Stokes. Afin d’illustrer ces
méthodes, consid́erons le probl̀eme de Stokes instationnaire dans un domaine fluide
Ω: 

∂u
∂t

− ν∇2u +∇p = f

divu = 0
u|Γ = 0
u(t = 0, x) = v0(x)

(1.1)
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où u et p sont respectivement la vitesse et la pression. L’ouvertΩ est borńe connexe
régulier deRd, disons lipschitzien pour fixer les idées, etΓ est sa frontìere. Les
donńeesf et u0 sont suppośees suffisamment régulìeres pour assurer l’existence et
l’unicit é d’une solution dans un bon cadre fonctionnel, i.e. on se place dans le cadre
d’application du th́eor̀eme de Lions (cf. Lions-Magenes [3, p. 257] ou Temam [8, p.
253]).

On s’int́eresse par la suitèa l’approximation de la solution de (1.1) sur un inter-
valle de temps fini [0, T ]. Introduisons une partition de l’intervalle de temps:tk = kδt
pour 0 ≤ k ≤ K où δt = T/K. L’id ée de base des méthodes de projection re-
pose sur une stratégie de pŕediction-correction: elle consistèa construire deux suites
d’approximation de la vitesse (uk) et (ũk) et une suite d’approximation de la pression
(pk) telles que,̀a chaque pas de temps ˜uk+1 soit une pŕediction deu(tk+1) et uk+1 une
correction de ˜uk+1. L’algorithme consistant d’ordre 1 le plus simple s’écrit:{

ũk+1 − uk
δt

− ν∇2ũk+1 = fk+1 −∇pk
ũk+1|Γ = 0

(1.2)

et 
uk+1 − ũk+1

δt
+∇(pk+1 − pk) = 0

div uk+1 = 0
uk+1.n|Γ = 0

(1.3)

La suite (uk) est initialiśee paru0 = v0 et la suite (pk) initialisée en prenantp0
arbitraire.

Remarquons que le second système est́equivalentà uk+1 = PH ũk+1 et∇(pk+1 −
pk) = (ũk+1 − PH ũk+1)/δt où H est le sous-espace deL2(Ω)d défini par:

H = {u ∈ L2(Ω)d, div u = 0, u.n = 0},(1.4)

et PH désigne la projection orthogonale deL2(Ω)d sur H. La vitesse ˜uk+1 est une
prédiction deu(tk+1) qui satisfait la bonne condition au bord mais n’est pasà di-
vergence nulle. Ce défaut est corriǵe en projetant ˜uk+1 sur H (d’où le nom de la
méthode), toutefois la projectionuk+1 ne satisfait plus entièrement la condition au
bord; seule la composante normale de la vitesse est nulle.

Le gros avantage technique de l’algorithme (1.2)–(1.3) est de ne faire appel qu’à
des solveurs du problème de Helmholtz et du problème de Poisson avec condi-
tion de Neumann homogène. Cet algorithme contourne ainsi les difficultés líeesà
l’approximation nuḿerique du probl̀eme de Stokes.

Sous des hypoth̀eses de ŕegularit́e suffisantes sur la solution (u, p) de (1.1), en
l’occurence si: ∫ T

0

∣∣∣∣∂2u

∂t2

∣∣∣∣2
0

dt <∞(1.5)

∫ T

0

∣∣∣∣∂∇p∂t

∣∣∣∣2
0

dt <∞(1.6)

il est alors possible d’obtenir les estimations suivantes:

sup
0≤k≤K

|u(tk)− uk|0 ≤ cδt(1.7)



Navier-Stokeśequations 467

[
δt

K∑
1

|u(tk)− ũk|21
]1/2

≤ c√
ν
δt(1.8)

[
δt

K∑
1

|p(tk)− pk|20
]1/2

≤ cδt1/2(1.9)

où c désigne une constante géńerique strictement positive. Noter que la convergence
sur la pression est assez pauvre comparée à celle obtenue sur la vitesse. Lorsque le
terme∇pk est absent de (1.2) (version originale de l’algorithme par Chorin [1] et
Temam [9]), les estimations sur la vitesse sont enO(δt1/2) comme pour la pression.

On peut affaiblir l’hypoth̀ese de ŕegularit́e (1.5) en supposant uniquement:∫ T

0

∣∣∣∣∂2u

∂t2

∣∣∣∣2
−1

dt <∞.(1.10)

Dans ce cas les estimations (1.7), (1.8) et (1.9) sont encore correctes en remplac¸ant
les constantesc par c/ν.

Dans deux articles récents, J. Shen propose de montrer qu’en conservant les hy-
poth̀eses de ŕegularit́e de la solution (1.6) et (1.10), l’estimation de convergence en
O(δt1/2) pour la pression peut̂etre aḿeliorée enO(δt) [5, p. 72, Th. 2] et [6, p. 55,
Th. 1]. Ce ŕesultat serait en soit très int́eressant s’iĺetait correctement d́emontŕe. Or,
l’auteur base toutes ses estimations pour la pression sur une inégalit́e qui n’est pas
valable ici. Plus pŕecisement, l’auteur introduit l’oṕerateur de StokesA = −PH∇2,
dont le domaine est le sous-espace deH2(Ω)d ∩ H1

0(Ω)d constitúe des fonctions̀a
divergence nulle, et il a besoin que (u,A−1u) réalise une norméequivalentèa celle
deH−1(Ω)d pour toutu dansH. En d’autre termes, l’auteur a besoin (cf. (2.1) dans
[5] et (2.7) dans [6]) de l’existence de deux constantesc1 > 0 et c2 > 0 telles que

∀u ∈ H, c1|u|2−1 ≤ (u,A−1u) ≤ c2|u|2−1.(1.11)

L’existence de la constantec2 est évidente; par contre la constantec1, qui est fonda-
mentale ici, n’existe pas (i.e.c1 = 0) comme nous le montrons par la suite.

Le pŕesent expośe est organiśe comme suit. Dans une première partie on introduit
l’opérateur de Stokes dans un cadre optimal et on rappelle les arguments défendus dans
[5], [6]. Du cadre optimal pŕesent́e on d́eduit quelques arguments qui montrent que
la convergence d’ordre 1 de la vitesse dansH1(Ω)d est insuffisante pour obtenir une
convergence d’ordre 1 de la pression. Ceci semble indiquer qu’à moins d’obtenir une
convergence de la vitessẽuk+1 dansH2(Ω)d, on ne peut pas espérer une convergence
sur la pression plus forte qu’enO(δt1/2). Dans une seconde partie on donne un résultat
de densit́e qui permet de construire un contre-exempleà (1.11). Le contre-exemple
en question et quelques conclusions sont présent́es dans la dernière partie.

2. L’opérateur de Stokes

Afin d’ éclairer l’expośe, on rappelle et on analyse l’idée poursuivie par J. Shen. Tout
d’abord, pour d́efinir correctement l’oṕerateur de Stokes, introduisons l’espace:

Hdiv
0 (Ω) = {u ∈ L2(Ω)d, div u ∈ L2(Ω), u.n|Γ = 0}.(2.1)
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Muni de la norme
(|u|20 + |div u|20

)1/2
, Hdiv

0 (Ω) est un espace de Hilbert. SoitD (Ω)d

l’espace des fonctions indéfiniment diff́erentiables̀a support compact dansΩ. On peut
montrer queD (Ω)d est dense dansHdiv

0 (Ω) (cf. Girault-Raviart [2, p. 29]). Le dual
deHdiv

0 (Ω) est donc un espace de distributions et on a les inclusions (avec densité et
continuit́e):

H1
0(Ω)d ⊂ Hdiv

0 (Ω) ⊂ L2(Ω)d ≡ (L2(Ω)d)′ ⊂ Hdiv
0 (Ω)

′ ⊂ H−1(Ω)d.(2.2)

D’autre part:

Lemme 2.1. On a la d́ecomposition

Hdiv
0 (Ω)

′
= H ⊕∇(L2(Ω)/R).(2.3)

Démonstration. Il est clair que l’espace de droite est contenu dansHdiv
0 (Ω)

′
.

Réciproquement, soitl ∈ Hdiv
0 (Ω)

′
. On ŕesout dans un premier temps le problème:

trouveru ∈ H tel que

∀v ∈ H, (u, v) =< l, v >

où < ., . > désigne la dualit́e entreHdiv
0 (Ω)

′
et Hdiv

0 (Ω) et (., .) désigne le produit
scalaire dansL2(Ω)d. Comme (., .) est aussi un produit scalaire dansH, ce probl̀eme
a une solution uniqueu ∈ H et

|u|0 ≤ |l|
Hdiv

0 (Ω)
′ .

D’après la d́efinition deu, la forme lińeairel−u ∈ Hdiv
0 (Ω)

′
s’annule surH. D’après

les inclusions (2.2) on peut considérerl−u comme une forme deH−1(Ω)d et d’apr̀es
la définition deu cette forme s’annule surV . D’après le th́eor̀eme de De Rham [4],
il existe unp dansL2(Ω) défini à une constante près tel quel− u = ∇p. De plus on
a (cf. par exemple Girault-Raviart [2, p. 20]):

|p|L2(Ω)/R ≤ c|l − u|−1

En conclusion on al = u +∇p et la d́ecomposition est unique. ut
La décomposition (2.3) ǵeńeralise celle, bien connue, deL2(Ω)d = H⊕∇(H1(Ω)/R)

(cf. Girault-Raviart [2, p. 29] ou Temam [8, p. 17] par exemple) et permet de définir
une extension de la projection orthogonalePH àHdiv

0 (Ω)
′
; par la suite on note encore

par abus de notationPH : Hdiv
0 (Ω)

′ → H l’extension en question.
IntroduisonsV = {u ∈ H1

0(Ω)d; div u = 0} et D(A) = {u ∈ V ; ∇2u ∈
Hdiv

0 (Ω)
′}. Définissons l’oṕerateur de StokesA tel que:

A : D(A) −→ H
u 7−→ −PH∇2u

(2.4)

On vérifie aiśement queA est non borńe, ferḿe, elliptique, auto-adjoint et inversible,
d’inverse compact dansH. Remarquons de plus que siΩ est C2 les th́eor̀emes
de ŕegularit́e de la solution du problème de Stokes permettent de prendreD(A) =
H2(Ω)d ∩ V comme cela est fait dans [5], [6].
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Pour étudier la convergence de l’algorithme (1.2)–(1.3) on définit les fonctions
d’erreursek = u(tk)−uk, ẽk = u(tk)−ũk etδk = p(tk)−pk. En soustrayant (1.2)+(1.3)
de (1.1) on obtient le système:

ek+1 − ek
δt

+∇δk+1 = −Rk + ν∇2ẽk+1

div
(
ek+1 − ek

δt

)
= 0(

ek+1 − ek
δt

)
.n|Γ = 0

(2.5)

où Rk est le reste int́egral de Taylor:

Rk(x) =
1
δt

∫ tk+1

tk
(t− tk)

∂2u(x, t)
∂t2

dt.(2.6)

L’id ée poursuivie dans [5], [6] consistèa dire qu’il est possible de contrôler
|ek+1 − ek|−1/δt et |δk+1|0 par la norme de−Rk + ν∇2ẽk+1 dansH−1(Ω)d. Pour ce
faire, en remarquant que (ek+1−ek) est dansH, l’auteur dualise la premièreéquation
parA−1(ek+1− ek), faisant ainsi disparaı̂tre le gradient deδk+1 et applique l’ińegalit́e
(1.11) pour obtenir la majoration:

c1
|ek+1 − ek|2−1

δt
≤ c| −Rk + ν∇2ẽk+1|−1|ek+1 − ek|−1(2.7)

d’où
|ek+1 − ek|−1

δt
≤ c(|Rk|−1 + ν|ẽk+1|1)(2.8)

et par conśequent

|δk+1|0 ≤ c|∇δk+1|−1 ≤ c′(|Rk|−1 + ν|ẽk+1|1)(2.9)

Cette ińegalit́e “assure” la convergence de la pression enO(δt) car on peut effective-
ment contr̂oler |Rk|−1 enO(δt) en demandant une régularit́e deu du type (1.10), et
|ẽk+1|1 est contr̂olé enO(δt) par (1.8).

Malheureusement la minoration (1.11)étant fausse, comme nous le montrons par
la suite, l’obtention de (2.8) et (2.9) est donc incorrecte. D’autre part,à la lumìere
de ce qui est montré au d́ebut de cette section, il semble que (2.8) et (2.9) aient
peu de chances d’être vraies sans exiger plus de régularit́e de la solution. En effet,
d’apr̀es le lemme 2.1:Hdiv

0 (Ω)
′

= H ⊕ ∇(L2(Ω)/R), c’est à dire que le couple
((ek+1 − ek)/δt, δk+1) ∈ H × L2(Ω)/R réalise la d́ecomposition de−Rk + ν∇2ẽk+1

dansHdiv
0 (Ω)

′
. Ainsi, la premìere égalit́e de (2.5) est “optimale” dansHdiv

0 (Ω)
′

et
non pas dansH−1(Ω)d. Par continuit́e des projections induites par la décomposition
deHdiv

0 (Ω)
′

on obtient les estimations optimales:

Corollaire 2.1

|ek+1 − ek|0
δt

≤ c(|Rk|Hdiv
0 (Ω)

′ + |ν∇2ẽk+1|Hdiv
0 (Ω)

′ )(2.10)

|δk+1|0 ≤ c(|Rk|Hdiv
0 (Ω)

′ + |ν∇2ẽk+1|Hdiv
0 (Ω)

′ )(2.11)
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En conśequence, pour obtenir une convergence sur la pression enO(δt) il faut
contr̂oler la norme de∇2ẽk+1 dansHdiv

0 (Ω)
′
, c’est-̀a-dire il faut avoir une esti-

mation sur la norme de ˜ek+1 dans∇−2(Hdiv
0 (Ω)

′
), où ∇−2 désigne l’inverse de

∇2 : H1
0(Ω)d → H−1(Ω)d. Un tel contr̂ole “optimal” semble relativement diffi-

cile à obtenir puisque,̀a la connaissance de l’auteur, il n’existe pas de propriét́e de
monotonie connue du laplacien sur des espaces strictement compris entreH−1(Ω)d

et L2(Ω)d d’une part ou entreL2(Ω)d et H1
0(Ω)d d’autre part. En d’autres termes,

pour obtenir une bonne convergence de la pression (i.e. enO(δt)) il faudrait une
convergence de la vitesse ( ˜uk) dansH2(Ω)d. Mais celle-ci semble peu probable.

Ces probl̀emes de convergence sur la pression se géńeralisent aux autres types
de ḿethodes de projection (Navier–Stokes, ordreélev́e, etc...), puisque le système
(2.5) est, semble-t-il, un point passage obligatoire pour obtenir des estimations sur la
pression.

Cette difficult́e de convergence est probablementà mettre sur le compte du fait
que la suite des pressions est solution du problème (1.3) qui impose implicitement la
condition de Neumann arbitraire∂pk/∂n|Γ = . . . = ∂p0/∂n|Γ (cf. Temam [10] pour
d’autres arguments dans ce sens). Elle est peut-être aussìa mettre en parallèle avec,
semble-t-il, l’impossibilit́e d’obtenir une ŕegularit́e convenable de la pression lorsque
le terme source n’est pas très ŕegulier. En effet pourΩ borńe connexe lipschitzien,
et f ∈ L2(0, T ;V ′), u0 ∈ H, on peut montrer l’exitence deu dansL2(0, T ;V ) ∩
C(0, T ;H) et du/dt ∈ L2(0, T ;V ′), mais l’existence de la pression n’est assurée
qu’au sens des distributions dansD ′(0, T ;L2(Ω)). La difficulté tient au fait essentiel
queV ′ n’est pas un espace de distribution (cf. Simon [7] pour d’autres détails sur les
particularit́es de cet espace).

3. Un résultat de densit́e

Avant d’exhiber un contre-exemple démontrant que (1.11) est faux, onétablit un
résultat de densité des fonctions ind́efiniment diff́erentiables̀a support compact dansΩ
et à divergence nulle, dans un sous-espace des distributions deH−1(Ω)d à divergence
nulle.

Par la suite on fait l’hypoth̀ese que la frontière Γ de Ω a un nombre fini de
composantes connexes:Γ0, Γ1, . . . , Γm, où Γ0 désigne la frontìere de la composante
connexe infinie deΩ′ = Rd\Ω.

Soit B le sous-espace ferḿe deH2(Ω)/R tel que:

B = {p ∈ H2(Ω)/R; ∇p ∈ H1
0(Ω)d}(3.1)

On vérifie aiśement que pour toutp dansB, ∂p/∂n|Γ = 0 etp|Γi = ai où lesai sont
des constantes réelles arbitraires pouri = 0, . . . ,m. On introduit aussiS et S0 les
sous-espaces deH−1(Ω)d tels que:

S = {u ∈ H−1(Ω)d, div u = 0}(3.2)

S0 = {u ∈ S, ∀p ∈ B, (u,∇p) = 0}.(3.3)

S est l’espace des distributions solenoı̈dales deH−1(Ω)d, et si on pouvait d́efinir
la trace normale surΓ des distributions deS, les distributions deS appartenant̀a S0
seraient celles pour lesquelles on aurait formellement:
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∀i = 0, . . . ,m, (u · n, 1|Γi ) = 0(3.4)

où 1|Γi est la fonction indicatrice deΓi.
S0 est un sous-espace fermé deS de codimensionm. On peut aussi montrer que

S0 est l’image deL2(Ω)d par le rotationnel lorsqued = 2 ou 3.
Afin d’ énoncer le ŕesultat essentiel de cette section introduisonsV le sous-espace

de D (Ω)d compośe des fonctions solenoı̈dales. On a alors le résultat de densité
suivant:

Théorème 3.1.V est dense dansS0 équiṕe de la norme deH−1(Ω)d.

Démonstration.Soit f une forme lińeaire continue surS0. Supposons quef s’annule
sur V , montrons alors quef s’annule surS0; un corollaire bien connu du théor̀eme
de Hahn–Banach permettra de conclure.

S0 étant un sous-espace deH−1(Ω)d, on étendf àH−1(Ω)d à l’aide du th́eor̀eme
de Hahn-Banach; soit̃f une des extensions possibles.H−1(Ω)d étant ŕeflexif on iden-
tifie f̃ à une fonction deH1

0(Ω)d. Puisquef s’annule surV ⊂ S0 il en est de m̂eme
pour f̃ ; d’apr̀es le th́eor̀eme de De Rham [4] il en résulte quef̃ est ńecessairement
le gradient d’une distribution, c’està dire:

∃p ∈ D (Ω)′, f̃ = ∇p
Or f̃ est dansH1

0(Ω)d donc∇p ∈ H1
0(Ω)d. D’après l’inégalit́e (cf. Girault-Raviart

[2, p. 20]):
|p|L2(Ω)/R ≤ c|∇p|−1

et la continuit́e de l’injection deH1
0(Ω)d dansH−1(Ω)d, on d́eduit p ∈ L2(Ω)/R.

C’est-̀a-direp ∈ H2(Ω)/R et finalementp ∈ B, ce qui donne

∀u ∈ S0, (u, f ) = (u, f̃ ) = (u,∇p) = 0,

d’où la conclusion. ut
De ce th́eor̀eme on d́eduit facilement la densité deV et H dansS0 (voir Simon

[7] pour d’autres conśequences de ce théor̀eme de densité sur leséquivalences entre
solutions fortes et faibles deséquations de Navier-Stokes).

4. Un contre-exemple – Conclusions

Pour d́emontrer que (1.11) est faux il suffit de démontrer la contraposée:

Théorème 4.1. Il existe une suite(uk) d’éléments deH telle que

|uk|2−1 ≥ k(uk, A
−1uk)(4.1)

Démonstration.Soit Φ ∈ H1(Ω)/R tel que{ ∇2Φ = 0
∂Φ
∂n |Γi

= gi

avec
∫
Γi
gi = 0 pouri = 0, . . . ,m. Pour chaque choix des (gi) ce probl̀eme admet une

solution unique. Par d́efinition,∇Φ appartient̀a S, de plus on a
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∀q ∈ H1(Ω),
∫
Ω

∇Φ.∇q =
∫
Γ

∂Φ

∂n
q =

m∑
i=0

∫
Γi

qgi

En particulier pour toutq ∈ B on aq|Γi = ai (les ai étant des constantes), d’où

∀q ∈ B, (∇Φ,∇q) = 0.

Posonsu = ∇Φ, u appartient manifestementà S0 d’apr̀es ce qui pŕec̀ede. D’apr̀es le
Théor̀eme de densité 3.1 il existe une suite (uk) d’éléments deV ⊂ H telle que
uk → u dansH−1(Ω)d. Plus pŕeciśement, on peut choisir la suite de telle sorte que
pour k ≥ 1:

|u− uk|−1 ≤ |u|−1

k

Soit vk ∈ D(A) et pk ∈ L2(Ω)/R les solutions du problème de Stokes:{ −∇2vk +∇pk = uk
div vk = 0

Par definition de l’oṕerateur de Stokes on avk = A−1uk. D’autre part on a:{ −∇2vk +∇(pk − Φ) = uk − u
div vk = 0

d’où les estimations:{ |pk − Φ|L2(Ω)/R ≤ c|uk − u|−1 ≤ c
k
|u|−1

|vk|1 ≤ c|uk − u|−1 ≤ c
k
|u|−1

La seconde śerie d’estimations conduit̀a

(uk, A
−1uk) = (uk, vk) ≤ |uk|−1|vk|1 ≤ c

k
|uk|−1|u|−1 ≤ c′

k
|uk|2−1

ce qui établit le ŕesultat modulo des constantes près. ut
Ce ŕesultat est a priori un peu surprenant, il montre l’existence de potentiels

(i.e. les fonctionsΦ) dont on peut approcher le gradient dansH−1(Ω)d par des
fonctions deH, (ie. des fonctions̀a divergence nulle et de trace normale nulle au bord).
L’intuition voudrait que le gradient en question satisfasseà la limite un probl̀eme de
Neumann homog̀ene dont l’unique solution est zéro modulo les constantes. En réalit́e
l’approximation ayant lieu dansH−1(Ω)d, la condition limite de Neumann n’a pas
de sens. Autrement dit, les fonctions deH convergent vers∇Φ en d́eveloppant une
couche limite au bord.

En conclusion, la question concernant la possibilité d’un taux de convergence
théorique de la pression d’ordre plusélev́e queO(δt1/2) reste ouverte. Sous réserve
que l’erreur sur la pression est effectivement contrôlée uniquement par (2.5), alors
une convergence d’ordre 1 ou plus de la vitesse ( ˜uk) dansH1(Ω)d ne peut conduire
qu’à une convergence d’ordre 1/2 sur la pression. Un taux de convergence plusélev́e
sur la pression requière une convergence de la vitesse dans un espace plus régulier
queH1(Ω)d, c’est à dire dans∇−2(Hdiv

0 (Ω)
′
). En fait, une convergence d’ordre 1 de

∇2ẽk+1 en normeL2(Ω)d serait suffisante.
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Note added in proof.Depuis la soumission de cet article, J. Shen et l’auteur ont obtenu des estimations

d’ordre 1 sur la pression par d’autres techniques et en demandant plus de régularit́e sur la solution.
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