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UN RESULTAT DE CONVERGENCE D’ORDRE DEUX
EN TEMPS POUR L’APPROXIMATION DES EQUATIONS
DE NAVIER-STOKES PAR UNE TECHNIQUE DE PROJECTION
INCREMENTALE

JEAN-LUC GUERMOND!

Abstract. The Navier-Stokes equations are approximated by means of a fractional step, Chorin—
Temam projection method; the time derivative is approximated by a three-level backward finite dif-
ference, whereas the approximation in space is performed by a Galerkin technique. It is shown that
the proposed scheme yields an error of O(5t* 4+ h**1) for the velocity in the norm of 1?(L?(92)?), where
[ > 1 is the polynomial degree of the velocity approximation. It is also shown that the splitting error
of projection schemes based on the incremental pressure correction is of O(6t?) independent of the
approximation order of the velocity time derivative.

Résumé. Les équations de Navier—Stokes sont approchées en temps par une schéma de différentiation
rétrograde d’ordre deux et une technique de pas fractionnaire du type projection de Chorin—Temam ;
I’approximation spatiale est réalisée par une technique de Galerkin. On montre qu’en temps fini, le
schéma est d’ordre O(5t*> 4+ h'™) pour la vitesse dans la norme 1%(L*(Q)%), ott I > 1 est le degré
polynomial d’approximation de la vitesse. On montre aussi que l’erreur de fractionnement des schémas
de projection basés sur une correction de pression incrémentale est d’ordre O(6t?), que ’approximation
de la dérivée temporelle de la vitesse soit d’ordre un ou d’ordre deux.
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1. INTRODUCTION

Les techniques de projection sont largement utilisées pour approcher en temps les équations de Navier—Stokes.
Ces techniques introduites par Chorin [7,8] et Temam [21] sont basées sur une marche en temps fractionnaire
qui sépare le probleme de convection—diffusion de la contrainte d’incompressibilité. A chaque pas de temps, la
vitesse déduite du sous-pas de convection—diffusion est projetée sur I’espace des champs de vecteurs a divergence
nulle et & trace normale nulle a la frontiere du domaine. Une analyse détaillée de la convergence en temps
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de lalgorithme original a été faite par Rannacher [19]. Il est montré dans [19] que l'erreur en temps est d’ordre
§t'/2 pour la vitesse (resp. la pression ) en norme > (H!(Q)4) (resp. [°°(L?(Q))). Toutefois, en considérant des
normes plus faibles, erreur sur la vitesse (resp. pression) est en O(6t) en norme [*°(L2(Q)9) (resp. (*°(H~1(Q))).

De nombreuses variantes de cet algorithme ont été proposées pour en améliorer 'ordre de convergence,
voir e.g. Quartapelle [17] pour une revue de ces techniques. La version qui nous intéresse ici est la version
incrémentale, qui consiste a rendre explicite la pression a I’étape de convection—diffusion et a calculer 'incrément
de pression & ’étape de projection. Ce schéma proposé par Goda [10] a été analysé par Van Kan [22] dans le
cadre d’une approximation MAC. Il est montré dans [22] que erreur en temps de la version incrémentale ot
I’équation de convection—diffusion est approchée par un schéma de Crank—Nicolson est effectivement d’ordre
deux, mais P’analyse est formelle et conduit & une majoration de I'erreur en temps par c(h)dt?, ol c(h) est
une constante qui dépend du parametre de discrétisation spatiale et ¢(h) — 400 lorsque h — 0 (typiquement
c(h) = O(1/h?)).

Dans cet article on analyse un schéma de projection incrémental basé sur une approximation par différentia-
tion rétrograde d’ordre deux pour la dérivée en temps et une technique de Galerkin pour I'approximation en
espace. L’analyse de convergence en temps et en espace du schéma fournit une erreur en c(6t> + h'*1) pour la
vitesse en norme [2(L2(Q)9), ot la constante ¢ ne depend ni de h ni de 0. L’entier I > 1 est le degré polynomial
d’approximation de la vitesse. En norme 1°°(L?(22)?%) on donne une estimation en O(6t7/* + h!*1). Cet article
est divisé en quatre parties. Les notations, les définitions et 1’algorithme de projection sont présentés dans la
section 2. Des résultats préliminaires de convergence a ’ordre un en temps sont donnés dans la section 3. Le
résultat principal de convergence a ’ordre deux en temps est énoncé et démontré dans la section 4. On donne fi-
nalement dans la section 5 une estimation de l’erreur de fractionnement pour le schéma basé sur 'approximation
d’Euler rétrograde. Le résultat remarquable de cette section est que I'erreur de fractionnement est d’ordre deux
(dans les normes appropriées) alors que le schéma est d’ordre un.

2. POSITION DU PROBLEME

2.1. Hypotheses et notations

Soit 2 un ouvert borné et connexe de R? (d < 3) dont la frontiere est réguliere. Plus précisement on suppose
que 2 est suffisament régulier pour que l'opérateur de Stokes possede les propriétés de régularisation habituelles
(cf. les estimations de Cattabriga [6] ou Amrouche et Girault [1]).

Le domaine 2 est supposé rempli d’un fluide incompressible obéissant aux équations de Navier—Stokes

% —Au+t (u-V)u+Vp=f dansQx (0,T),
V-u=0 dans Qx (0,7),
P (2.1)

u=0 sur 9Q x (0,T),

u=1up sur {2 x {0},

ou f est un champ de force donné et ug est un champ de vecteur solénoidal & trace normale nulle.

Par la suite on adopte les notations habituelles pour les espaces de Sobolev réels : W5P(Q), 0 < s < oo,
0 <p<ooetonnote | -|spet]|-]|sp les normes et semi-normes correspondantes. Le complété pour la norme
| - |ls,p de Lespace des fonctions C*° & support compact dans €2 est noté W;*(2). Pour simplifier, I'espace de
Hilbert W*2(Q) (resp. W3P(Q)) est noté H*(2) (resp. Hg(f)) ; les normes et semi-normes correspondantes
sont notées || - ||s et | - |s ; le dual de H§(£2) est noté H—%(Q). Le sous-espace de L%(Q) des fonctions & moyenne
nulle est noté L3(€).
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2.2. L’approximation spatiale

Afin de construire une approximation de Galerkin de (2.1) on introduit (Xp, M}) une approximation mixte
de (H(2)4,1L3(£2)). On suppose par la suite que cette approximation vérifie les propriétés suivantes (cf. e.g.
Bernardi-Raugel [3], Girault-Raviart [9], ou bien Quarteroni—Valli [18]) :

Il existe I € N, 1 > 1 et ¢ > 0 tels que pour tout r € [0,]]

inf {|Jv—wvnllo + hllv — vnll1} < k" Hvllpgr, Yo € HHH(Q)Y N H(Q)Y,

v €EXp (2-2)
1g)f( lo —onllip < ch"||Vllr41p, 2<p<o0, Yve€ W”“’p(Q)d N Hé(Q)d.

Vh h

Il existe ¢ > 0 tel que pour tout r € [0,1] et tout ¢ in H"(Q2) NL3(Q),

inf — < ch"||ql|- 2.3
of lg = anllo < ch”llqll (2.3)

Enfin, il existe ¢ > 0 tel que pour tout v, dans Xj, on a :

onllnp < ch™ "5 vpllmg,  0<m<n<1, 1<qg<p<oo (2.4)
lorllo,c0 < ¢(1+ |log h_1|)1/2|\vh|\1,2, en dimension 2, (25)
.5

lvnllo.co < ch™ Y2 ||upll1 2, en dimension 3.

Remarque 2.1. Les éléments finis P,/ P, avec 2 < [ satisfont ces hypotheses. L’entier [ est le degré polynomial
de I’approximation de la vitesse et la pression est approchée par des polynomes de degré [ — 1. Pour les éléments
finis Py-iso-P»/P; et Pi-bulle/ Py ces hypotheéses sont vérifiées avec I = 1 ; ¢f. [9] pour d’autres exemples.

Afin de simplifier I’écriture des formulations variationnelles, on introduit le laplacien discret Ay, : X, — X,
tel que pour tout (up,vn) € Xp x Xp, (Apun,vn) = (Vup, Vo). De plus on note 7, : H™1(Q)4 — X
I'opérateur tel que (7, f,vs) = (f,vn) pour tout f € H-1(Q)? et tout vy, € Xp.

Pour représenter le terme de convection on introduit la forme trilinéaire :

v (U,U7w) € [H(l)(Q)d]3v d(uvvvw> = ((u 'V)”U, w) + %(v u, v- w)? (26>

ott u - v désigne le produit scalaire euclidien dans R?. Cette forme trilinéaire coincides avec la forme habituelle
(u Vv, w) lorsque u est & divergence nulle. En utilisant I'inégalité de Holder et quelques inégalités de Sobolev
classiques (cf. eg. Brezis [4]), on obtient les inégalités suivantes, souvent utilisées par la suite :

max(d(u, v, w), d(v, u, w))

IN

c([[ullo,co + [[ull1,3) lvllo,2 w12,

2.7)

N

max(d(u, v, w), d(v,u,w)) < cllulloz ([|v]

1,2+ [|[v]

0,00 |[w] 1.2[wll0,00) -

Rappellons que les inégalités d’interpolation de Gagliardo—Nirenberg [4] fournissent la majoration tres utile :

1/2 1/2
000 + l[ullrs < cllullys lullys- (2.8)

[[ul

L’opérateur de convection discret Dy, : X x X, — X, est défini par (Dp(un, vn), wn) = d(up, v, wy). La forme
trilinéaire d étant anti-symétrique par rapport & la deuxiéme et la troisieme variable (d(u,v,w) = —d(u, w,v)),
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le produit scalaire (Dp,(un,vp), vp) est nécessairement nul ; Popérateur Dy (up, ) est donc monotone. Cette
propriété reproduit au niveau discret une propriété bien connue de la forme continue deés que u est & divergence
nulle et & trace normale nulle.

Enfin, on introduit la divergence discréte Bp : X; — M), et le gradient discret (opérateur transposé)
B} : M, — X, de telle sorte que pour tout couple (vs,qs) de Xp, x Mj, on ait (Bpvp,qn) = (vh, Bhgn) =
—(V-vp,qrn). On suppose par la suite que Bj, est surjectif ; c’est-a-dire que I'approximation mixte vérifie la
condition de Babuska—Brezzi [2,5] :

(Brvn, qn)

3> 0, inf >
vnl[1llgnllo

2.9
anEMn v, €X), (29)

Pour découpler la contrainte d’incompressibilité du probleme d’évolution temporelle, on introduit comme dans
Guermond [11,12] un prolongement de Bj. On se donne Y}, un sous-espace de dimension finie de L2(Q)¢ et on
suppose que X C Y;,. L'injection de X}, dans Y}, est notée iy, ; le transposé de iy, est la projection L? de Y}, sur
X}p,. On suppose que Y}, et M), sont compatibles au sens suivant : ou bien Y}, C HZ*(Q) ou bien M), C H}(Q).
Par exemple, le choix trivial est Y}, = X}, mais on peut aussi poser Y, = X}, + VM, dés que M, C HY(Q) (le
lecteur est renvoyé & Guermond [11] pour une revue détaillée des différents choix de Y},). On définit maintenant
Ch : Y, — My, tel que pour tout (vp,gn) dans Yy, x My, ou bien (Chvn,qn) = —(V-vp, qn) si Y, € HEY(Q) ou
(Chon, qn) = (vn, Van) si My, € HY(£2). On montre alors que Cj, est un prolongement de By, :

Chin = Bn,  i,C}, = B, (2.10)

C}, est surjectif car c’est le prolongement d’un opérateur surjectif. Par la suite on note Hy, = ker Cy, V}, = ker By,
et on introduit Py, : Y, — Hp, la projection L2 de Y}, sur Hy,. L’opérateur C}, possede la propriété de stabilité
suivante

Proposition 2.1. Soient q, € My, ¢ € HY(Q) et co > 0 tels que ||qg — qnllo < cohllq|l1 ; alors il existe ¢(co) > 0
tel que |[Chanllo < c(co)llql1-

2.3. L’algorithme de projection

Pour un temps fini 7' > 0 donné et un entier K > 2, on définit jt = T/K et on introduit °,¢,... % une
partition de l'intervalle [0,7] de telle sorte que t* = k&t pour 0 < k < K. Pour toute fonction continue du
temps, ¢(t), on note ¢* = ¢(t*) et on introduit I'opérateur §,¢* = ¢* — ¢*~! et la convention §,,¢* = 6,(5,0)*.

On construit maintenant deux suites de vitesses approchées {@} € X3}, {uf € V3,} et une suite de pressions
approchées {p’fL € Mp}. On suppose données ﬁ% € Vi, ﬁ}L € Vy et ﬁ}L € M}, des approximations de uj;—o,
uji—s¢ et ple—s¢. Noter que pj—s; n’est pas une donnée mais se déduit de uj—s; dés que u(t) est suffisamment
régulier au voisinage de t = 0. On suppose que toutes les conditions de compatibilité requises par la régularité
demandée sont satisfaites (cf. eg. Heywood—Rannacher [16] pour les détails sur cette question, et ¢f. Guermond-—
Quartapelle [13,14] pour une technique alternative si la régularitée en ¢ = 0 n’est pas satisfaite). On peut obtenir
71,11 et 13,11 par différentes techniques (un pas de Crank-Nicolson, un pas de Runge-Kutta implicite, ...) dont on
ne discutera pas ici.

Pour £ = 0,1 on pose u’fL = a’g = dﬁ et pour £k = 1 on posep}L zﬁ}L. Pour 1 < k < K — 1 on note

}’f‘*‘l = 7, fF+1 et on cherche &ﬁ“ dans X}, tel que :

~ k1 ok o gt k—1
3u, " — dijuy +ipuy

25t +Apaytt + Dy (2a - ap L apt) = Sy - Biok. (2.11)
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On cherche ensuite UZ-H dans Y}, et pZ'H dans My, tel que
k+1 Y ]
A FOE(PET —pE) =0
26t hiEh hew (2.12)
C}ﬂtffl =0.

Remarque 2.2. En pratique les vitesses projetées uﬁ et uﬁ_l sont éliminées de ’algorithme en remplacant
leurs valeurs déduites de I'étape de projection (2.12) et en utilisant la relation i}, C} = B}, (c¢f. [11-14]). Pour
k > 3, la forme variationnelle de ’étape de convection—diffusion s’écrit

3aptt —4af +ay !
20t

,vh> + (Vg tt, Vop) 4 d(2af — ayt aptt vs)

(2.13)
1 _ _
—5(717]2 —5pF L 4 kT2 V) = (FFHL o), Yoy, € X,
et I’étape de projection se réduit a la détermination de la pression en résolvant :
3Bhﬂk+1
k+1 k h
ChCr(py™ —pr) = —5— (2.14)
Pour le calcul de ﬁ% il suffit d’éliminer u,% et pour le calcul de 71% aucune vitesse n’est a éliminer puisque u}lL et
u?L sont connues. Remarquer qu’a ’étape de convection—diffusion le terme de pression (7p§ — 510];_1 + pﬁ_Q) /3

peut s’écrire 2prL — pffl + (p'fL — 2pf;1 + pﬁﬁ) /3 ; c’est-a~dire que ce terme est formellement une extrapolation

d’ordre deux.

Remarque 2.3. Si on choisit M}, C H'(Q) et Y}, = X}, +V M}, alors C} est la restriction de V & My, (cf. [11-14])
et le calcul de la pression & I’étape de projection s’écrit sous la forme variationnelle classique suivante : trouver
pi'H dans M}, tel que

3(v ﬁl}i+17 Qh)

(V(pft —pf), Vay,) = — 557 :

Vg, € M, (2.15)

et uﬁ"’l est directement donné par

20t
uft = - SVt - ). (2.16)

3. ESTIMATIONS D’ORDRE UN EN TEMPS

3.1. Préliminaires

Pour un espace de Banach donné W on note LP(W) l'espace LP(0,T7 ;W). On note [?(IW) l’espace
{(w°, ..., w&) ;wk € W,0 < k < K} muni de la norme :

K 1/p
wlliewy = <5tz |wk|€v> , pour 1 <p < oo,
k=0

_ k
wllieewy = OISI}%XKHIU [[w

(3.1)
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On définit une approximation de u(t) et p(t) comme suit. Pour tout ¢ € [0, T, on note (wp,(t), gn(t)) € Xp, x My,
la solution du probleme de Stokes discret, :

(Vwn (t), Vo) + (B}qn(t), vn) = (Vu(t), Vor) — (p(t),V-vr),  Vup € Xa, (32)

(Bhwp(t),rn) = —(V-u(t),rp), Yry € Mp,.

Gréce aux propriétés régularisantes de 'opérateur de Stokes dans les domaines réguliers, on montre I’estimation
suivante :

Lemme 3.1. Si V) € LP(H*(Q)4 nH(Q)?Y), pV) € LA(HYQ)) pour 1 < 3 < oo et j =0,1,..., alors il
existe ¢ > 0 tel que

[uld) — wéj) a2y +h [Hu(j) - wéj) | Lo ar )y + [p9) — Q§Lj)||Lﬁ(L2(Q))} (3.3)

< ch'tt [||U(j)||Lﬁ(Hl+1(Q)d) + Hp(j)HLﬁ(Hl(Q)ﬂ .

On a aussi le lemme suivant :

Lemme 3.2. Si pour j entier 1 < 3 < oo, v € LP(H?*(Q)? NH{(Q)?) et p¥) € LP(HY(Q)), alors il existe
c> 0 tel que

||w§f)||Lﬁ(W0>oo(Q)an1>3(Q)d) + ||CﬁQ§L])||LB(L2(Q))

(3.4)
< c[lluD ) Locaz@)ey + 109 Lo )] -
3.2. Estimation d’ordre un sur la vitesse
Par la suite on utilise les notations suivantes pour représenter les erreurs :
n(t) = u(t) —wn(t), w(t) = p(t) —qnlt),
eb = wp(th) —uf,  &F = w,(th) —ay, (3.5)

e = qn(th) —pf.

Les fonctions 7(t) et u(t) se comportent comme des erreurs d’interpolation alors que les fonctions ef, ¥ et €
sont des erreurs d’approximation. On fait les hypotheses suivantes :

(H1) max([lef llo, llexllo) < ch'*, el < e

(H2) u est dans Who°(HA ()4 N HIFTL(Q)?),
ey € L(LA(Q)), gy € L (HM Q)
p est dans WL (H!(Q)),
Pttt € LOO(LQ(Q))

Remarque 3.1. En fait, pour obtenir 'ordre 1 en temps, les hypotheses sur les dérivées troisiémes sont inutiles,
on pourrait les remplacer par u;; € L2(HY(Q)?) et p,: € L2(L3(Q)).
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Un premier résultat de convergence est donné par
Théoreme 3.1. Dans le cadre des hypothéses (H1-H2), la solution de l’algorithme de projection (2.11)-(2.12)

satisfait les estimations :

|| — uh||loo(L2(Q)d) + |lu— ’L~LhH1c>o(L2(Q)d) < C(hl+1 + 0t), (3.6)

|lw — ’L~LhH12(H1(Q)d) < C(hl + 0t). (3.7)

Preuve. La preuve s’inspire des mémes idées que dans Guermond—Quartapelle [15], on ne rappelle donc ici que
les étapes spécifiques a la différentiation rétrograde d’orde deux.

Etape 1. On établit d’abord les équations qui contrélent les erreurs. L’approximation (wp(t), qn(t)) de la solution
du probleme (2.1) satisfait au temps t*+1 ’équation :

3warl — 4wk + k!
25th h + Ahw}li-i-l + Bt k+1
= }]fﬂ + 7rh[R§+1 — D(uFt1 yF 1), (3.8)
Bhwk+1 0’

ot la forme linéaire D(u,v) est définie par (D(u,v),w) = d(u,v,w) et le reste Ry ™" est défini par

k1 _ gy k-1
k1 _ Wy why + wy, k1
Ry —uy .

26t

On obtient équation controlant ;' en soustrayant (2.11) & (3.8) :

3%‘”'1 45t ek 4 gt k1 5
2h(5th hh A6 k+1 — _Biyk +7Th[Rk+1 +Rk+1] (3.9)
ol on a posé wh = q,’jﬂ ’fL = 5tq}’§+1 + eﬁ et le reste non linéaire est défini par
(RMFY vp) = —d(uF ™ ub Y vy) + d(2af — @b~ altt, vp).

D’autre part, en utilisant le fait que w],j 1 est dans Xp, Bhwl,j"’l = 0 et C} est un prolongement de By, on

obtient le systeme qui controle ekJrl et ek+1

36k+1 3ip ekJr
—+C’t 6k+1 _ oLk :0,

20t wlen” — ) (3.10)
Chek:+1 0.

E'tape 2. On multiplie (3.9) par la fonction test 46tei+1 En utilisant la relation :

2(ak+1,3ak+1 o 4ak =+ ak—l) _ |ak+1|2 =+ |2ak+1 _ ak|2 + |5ttak+1|2

_|ak|2 . |2ak ak71|2’
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pour le premier terme on déduit :

(~k‘|r1 ?fk"’1 4it el + zhei b = 2(é2+1, 36k+1 — 4ef + e 4+ 6(4€+1 EH — eﬁ“)

=208 — e, 3l —dey + i)
+ 2(eptt 36k+1 def +ef™h)
+ 3[len G + 3ller ™ — et IE — Bller I3

= llek 15 + 12 = erll§ + louert I3
= llek I3 — l12ek — e 113
+ 3llen ™I + 3llen ™ — et IE — Bllert Iz,

olt on a utilisé le fait que &F™ — ef ™ est dans im(CF) et 3ep™ —def 4+ ef ™! est dans ker(Cy,) par construction.

En notant « la constante telle que al[v]|? < [|[Ww||3 pour tout v dans H}(Q2)?, on obtient 'inégalité :

k41 1k k1 k1 Skl _ k1 et 1
=2[ley I+ 112e5 —erlly + Nouen 113+ 3ller 15 + 3llert — ex 15 + 4oty I3
et 1
< lexlls + l12ex — e |G — 40t(exT Bhd’h)
+40t(Rg ™ + Ry ).

Le contole du residu est classique :

ASE(RGH! + B &) < 8T + cadt(6t + B
~k— k— k—
+ cadt (e, — kg + l1Ek™" — e + llek 13 + lleh™"13)

ou 7 est une constante qu’on peut choisir suffisamment petite ; les constantes c¢; et co dépendent linéairement

de 1/, llull oo (rrie1y, lluell oo (menys 1Pl poocrtys 1Pl Loo(mtys Nwtellnoe (n2ys Nwseell oo (mrry €t |petel| Lo L2y
On obtient un controle sur 46t(é, *1 Biepk) en multipliant (3.10) par 46tCEabE.

- 4 -
40t(e ", Byuy) = f%ZIICt n IS = 30 ICHURIG - 3lER — e IIg

4
k1 k1 Skl _ k1
= —f51t2||c't 3 - §5t2||0;262+5tqh+ 15 — 3ller™" —ex I3

4(1 + ot
> Sejope s - s oeds
1+ 0t -
A s o gl - sl — ek g
ot
> L2l chek 1 - 25 cpeh ) — ot — sl — ek

La constante ¢ est proportionnelle & ||u¢|| g2y + ||pt]| oo (). Noter que c’est & ce niveau seulement qu’une
erreur de consistance d’ordre §t est introduite. Cette erreur provient du fait que z[;’,i n’est pas égal a e’fL mais est
bgal & €f +0,qF T 5 e YF =€ + O(5t).

En multipliant (3.10) par e',j'“ on obtient

k+1 skl _ k1 k1
Bllen I3 + 3lley™ — e I3 — 3lley ™ Ig = o.
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En sommant toutes ces estimations on obtient
e 13 + 112e5 ™ — ekl + WIICt n S+ 10wen B
3||~’“+1 et g+ (da— )5t||~’““|\1
< llenlls + l12er —en I3+ 5 5t2|\C enlld
+ardt (eI + k3 + —6t2||czei|3)
+eadt ([1eh — epllg + ey~ —ep 1§ + (5t + h)?) .

On choisit v = 3« et on prend 6t tel que co0t < 1. En faisant la somme de toutes ces estimations pour k variant
delan<K-1,ona

I3+ 2e — efl} + S021Ck IR
n
+ 3 (10l 3 + 1 — et )+a6t2||e’f+1n1
k=1
< c1 (kI3 + 1eh 3 + 621 Cheh )

n
4
a8t + ) + eadt Y (IlehlF + S0t ICheRl ).

En utilisant ’hypothese (H1) et le lemme de Gronwall discret on déduit
lellise 2 (@yey + €l w2 (@ye) + 1€l @)ey < e(dt +h).

Les majorations finales résultent des définitions :

e

ub —af = nF e

C’est & ce niveau seulement que s’introduit l'erreur d’interpolation en O(h!) sur Perreur mesurée en norme
H. O

3.3. Estimations d’ordre deux sur les incréments

Pour aller vers I'ordre deux il faut obtenir des estimations sur I'incrément des erreurs : ei'H

On fait maintenant les hypotheses suivantes :

—e et ek'*'1 éﬁ.

(H3) max((e} o, llehllo) < emin(A+1, 5thl),
max(||ed)|1, e} ) < cdt'/2hL,
el < chl.

(H4) u est dans W2 (H} ()4 N HHL(Q)4) N H3(H(Q)9),
p est dans W2>°(H!(Q)) N H3(L*(Q)).

En procédant comme dans [15] : c’est-a-dire, en construisant les équations qui controlent les erreurs incrémen-
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tales
5,k tL 5,651 et 6,1 et en répétant les arguments de la démonstration du théoréme 3.1 on démontre :
Lemme 3.3. Dans le cadre des hypothéses (H3-HJ), il existe cs > 0 et hs > 0, tel que pour h dans |0, hs] et

6t < cs/(1+]|logh~)1/2 en dimension 2 ou 6t < c,h? en dimension 3, la solution de l'algorithme de projection
(2.11)—-(2.12) satisfait les estimations :

[6senllive (L2yay + N6:€nlhee (L2 ()e) + Ot CLdsenlhi (L2 (@) + 1€ — enllie 24 (3.11)

+ ||6téh||12(H1(Q)d) + 5t7% ||5t€h - 5téh||12(L2(Q)d) < C5t(hl + 5t>

La restriction sur le pas de temps résulte de 'inégalité inverse (2.5) qui est utilisée pour controler les incréments
des résidus non linéaires ; ¢f. [16] ou [15] pour d’autres détails sur ce type de majoration.
A Taide de ce lemme on déduit :

Théoréme 3.2. Dans le cadre des hypothéses (H3—-Hj) et si dt et h vérifient les restrictions du lemme 3.3, la
solution de l'algorithme de projection (2.11)—(2.12) satisfait les estimations :

|lu — ﬂh”loo(l_p(g)d) +|lp— thloo(Lz(Q)) < c(dt + hl). (3.12)

Preuve. On procede en trois étapes :

E‘tape 1. On reconstruit une équation de quantité de mouvement pour controler la pression grace a la condition
“inf-sup.” En combinant (3.8)—(2.11)—4}(2.12), on obtient

32t eftl _ gt ek 4 gt k1
k+1 h h h ~k+1 k+1 k+1
Bhebtt = h 25th b Apeitt + m RGN+ REFY. (3.13)
La condition “inf-sup” donne
cl||€k+1|| 3||6te;€z+1||0 ||6tei||0 ||~k:+1H1 =+ sup <Rk+1 +Rk:+1 >
" 201 20t V1 €Xp,|lvnl1=1 0 "

Le controle du résidu est classique (¢f. [16] pour d’autres détails) : si ot et h satisfont les conditions du lemme
3.3, on a l'inégalité suivante

sup  (RgTH+ R on) < e (682 + A 4 @t 4 g llo + 1€ o) -
VR €Xp,|lvnll1=1

Grace au lemme 3.3 on tire finalement la majoration :
llenlliz 2@ < (8t + RY).

Etape 2. En faisant le produit scalaire de (3.13) par 26te§+1 on obtient

~k k ~ k ~k
||Veh+1||(2>+25t||5 e IS < IVeRls + 25t|\5t€h||o+5t|| n g+ ||5 e
< |VeRlis + H5t€h||o+5t|| n S+ ||5 et

+ sup St(RET + REFY )2.
vh€Xp,llvnll1=1
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De cette majoration on tire (grace au lemme de Gronwall discret, au lemme 3.3 et & la majoration sur
llenlliz(L2(q)) obtenue ci-dessus) I'estimation :

Héh”loo(Hl(Q)d) < C(6t + hl)
E‘tape 3. Les estimations désirées résultent des étapes 1 et 2 et des définitions :
u(th) —ag =n*+éep,  p(t*) —pk = pF + e
La démonstration du théoreme est complete. O

4. ESTIMATIONS D’ORDRE DEUX

Avant de démontrer l'ordre deux, on établit quelques résultats préliminaires. En particulier on introduit
I’approximation de l'inverse a droite de 'opérateur de Stokes.

4.1. L’inverse a droite discret de ’opérateur de Stokes

On définit V'opérateur Sy, : Hp — Hp, tel que pour tout vy, dans Hp, le couple (Spvp,rp) € Xp X M), soit
la solution du probleme de Stokes discret dual :

At (Spop) + Bir, =it vy,
h( ) h h (41>

BhSh’Uh =0.
Cette définition a bien un sens car Spvy, € ker(By) C ker(C) = Hy, puisque Cj, est un prolongement de Bp,.
L’opérateur Sy, est ’équivalent discret de I'inverse a droite de 'opérateur de Stokes. Il a les propriétés suivantes.

Lemme 4.1. La forme bilinéaire (v, wp) — (vn, Spwy) agissant sur Hp x Hy, est symétrique positive et sa
restriction a Vi, X Vj, est définie.

Preuve. Soit (vp,, wy,) dans Hy, X Hy,. De I'identité (vy,, Spwp) = (A}, Shvn, Shwy) on déduit que la forme bilinéaire
est symétrique et positive (car Ay, est auto-adjoint et positif). Supposons que vy, est dans V;, grace a la coercivité
de Ap, on déduit que (vp, Spvn) est nul si et seulement si Spvp, est nul ; c’est-a-dire, en revenant a la définition
de Spvp, itipvy = vy est dans I'image de Bj. En conclusion vy, appartient & ker(By) Nim(Bj), ¢’est-a-dire
Vp = 0. O

1/2

Remarque 4.1. La forme linéaire v, — (vp, Spvp)'/? est une norme sur V3. Par la suite on note (abusivement)

|lvn ||« la quantité (vy, Spvn)'/? pour tout vy, dans Hy.

Lemme 4.2. 1l existe ¢ > 0 tel que pour tout vy, dans Hy, on a :

[Shonlly < cfjon]« (4.2)

Preuve. 11 suffit de multiplier (4.1) par Spvp, puis d’utiliser I'inégalité de Poincaré et la définition de ||vp||«. O

Lemme 4.3. 1l existe ¢ > 0 tel que pour tout vy, dans Hy, on a :

|4 Skvnllo < cllvnllo, et [|Chrallo < cllvallo- (4.3)
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Preuve. Soit (s,r) € H3(2)4 x LZ(Q) la solution du probleme de Stokes dual
(Vw, Vs) — (r, V-w) = (vp,w), Yw € Hy(Q)4,
(¢, V-s) =0, Vg € L3(Q).
D’apres les propriétés régularisantes de 'opérateur de Stokes (cf. [1,6]), on a
Isll2 < ¢llvnllo, et [lrllx < ¢fvnllo.
De la théorie de 'approximation du probléeme de Stokes on déduit :
Is = Shonlly + [Ir = rnllo < chl|s]|2.

En utilisant une inégalité inverse, on a

| A} Shonllo = sup (A}, Shon, wn)/||lwnllo

w}LEX}L—{O}

= sup  (VShun, Vn)/l|wp o
w}LEX}L—{O}

< sup  (M(Spon — s), Vwp)/|lwpllo+  sup  (Vs, Vws)/|lwnllo
w}LEX}L—{O} w}LEX;L—{O}

< ch™ Y| Shon — sl + || Asllo

< clsl2

< c[lvnlfo-

On déduit la seconde inégalité en utilisant la stabilité en norme H' de C} (cf. proposition 2.1) :

IChrallo < clrlls
< c[lvnlfo-
O
Ce lemme permet a son tour de montrer le résultat suivant qui sera déterminant par la suite.
Lemme 4.4. [ existe ¢ > 0 tel que pour tout vy, dans Xy, et tout wy dans Hp on a :
(Ah’Uh, Shwh) Z (PH;LihUh; wh) — C||wh||OHihUh — PH;Lih'UhHO~ (4.4)

Preuve. On a

(Apvp, Spwp) (vn, A Spwp)

(vn, iywn) — (vn, Bira)
(zhvh, wh) (’Uh, i';lC’}Lrh)
( ) — (invn — Pm,invn, Cirn)

( ) = linvn = P, invnllo/|Chrallo-

P, invn, wp

Y

P, invn, wp

On déduit le résultat cherché en utilisant la majoration ||Cfry|lo < c||ws||o obtenue au lemme précédent. O
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Remarque 4.2. On comprend mieux l'intérét de cette minoration en posant wy, = Pp,ipvy. Dans ce cas
particulier, pour tout € €]0, 1] on obtient :

(Anvn, SnPm,invn) > (1 =€) Pa,invnll§ — cellinvn — P, invall5- (4.5)

Cette inégalité fournit un contréle sur || Pm, invn|o- O

4.2. L’ordre deux en norme 12(L%(Q)9) sur la vitesse

Avant de donner le résultat principal de cette section, on présente de facon heuristique les lignes directrices
du raisonnement qui permet de démontrer 'ordre deux en temps. On reconstruit tout d’abord une équation de
quantité de mouvement pour la quantité i%,e; ™" en combinant (3.8)—(2.11)—4}(2.12).

t k+1 k—1
3iyep 4zheh—|—zheh

26t

+ Apeftt 4+ B et = o, [RET! 4+ REH. (4.6)

La linéarisation du terme convectif et ’approximation de la dérivée temporelle sont construites pour étre consis-
tantes a 'ordre deux. On peut donc s’attendre a ce que les résidus correspondants soient du second ordre en
dt, d’ailleurs ’étape 2 de la preuve du théoreme 3.1 fait clairement apparaitre que la seule erreur de consistance
d’ordre un en §t est introduite par le décalage temporelle sur la pression. Pour éliminer I'erreur de consistance
liée & la pression, il suffit de tester I’équation (4.6) par une fonction dans V}, (c’est-a-dire utiliser une fonction
test & divergence discrete nulle). L’introduction de 'opérateur Sy, est motivée par le fait que Shelffl est un bon
candidat pour tester (4.6). En effet, lorsqu’on fait le produit scalaire de S’heZ‘H avec (4.6), Papproximation de la
dérivée temporelle fait apparaitre des normes || - ||« qui se controlent facilement ; le terme de pression disparait
naturellement ; les résidus sont a priori contélables a ’ordre deux ; le terme le plus génant est (Ahek+1 Shekﬂ).
Or d’apres ce qui précede on a

~k+1 k+1 k+1 Skl k1l
(Aney ™ Shep ™) = (1= )lley T IE — cellen™ — e ™5

Ce terme permet donc un contrdle en norme L? de e’ffl au terme d’erreur pres Hek+1 — ehJrl |lo qu’il est possible

de controler en utilisant les estimations d’ordre deux établis pour les incréments des erreurs (cf. lemme 3.3).
Le résultat essentiel de cette section est donc :

Théoréme 4.1. Sous les hypothéses (H3-HJ) et les conditions sur 0t et h du lemme 3.3, la solution de
Ualgorithme (2.11)-(2.12) vérifie :

lu = unllizz(oyey + lu — Gnllizre @)y < (68 + R (4.7)

Preuve. On procede en trois étapes :

Etape 1. On reconstruit 'équation de quantité de mouvement (4.6) qui controle it ef ! en combinant (3.8)—(2.11)
4
—it (2.12).

E’tape 2. On multiplie (4.6) par la fonction test : 46t5he§+1. En utilisant la symétrie de la forme bilinéaire
(v, Spwr) (¢f lemme 4.1) on obtient :

e 112 + 12ef™ — eflI? + ||6tteh+1|‘2+46t(14hek+l Snept)

< llefllZ + l12ef; — e 12 + 40t (Re T + Ryl Snep ™).
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En remarquant que e]fL'H = Py zheff , on applique le lemme 4.4 avec ¢ = 1/4 dans l'inéquation (4.5) et on

obtient

e ™HIZ + l12e ™ — efllZ + ||5tte§i“||3+35tl\e§i+1|\3
< lleflZ + li2ef, — e 112 + edtflen™ —ind 7§

k+1 k+1 k+1
+40t(RyT +Rn;r , Spepth).
On controle le premier reste en utilisant la majoration du lemme 4.2 :

A5t(RETY, Spef ™)

IN

46t| R -1 | Shep

IN

otllel 12 + cot| B2,

IA

tllef 12 + et AL (el oo sy + pill o )
2
+ 082 (Jusse| oo i) + 1Pree 2= 1) |

St]|EFT)12 + cot(hHT 4 6t2)2.

IA

Maintenant on controle le reste induit par les termes non linéaires. On décompose ce reste comme suit :
k+1 k+1 1 1 E+1 -1 1 k+1
—(REFY, Spey™) = d(Spul L ub L Sperth) 4+ d(2nF — nF 1 kT Spepth)
k— k+1 k=1, k+1 k+1
+ dwf —wiTt gt Speltt) 4 d(2ef — et witt Spep )

—l—d(2wh wi 1 ~k+1 ,Sh e'ffl) d(2 Nk t ~k+1 , Sh e’ffl).

On note Ry (ShekH), .. ,RG(S’heIZH) les six restes. On donne maintenant une majoration pour chacun de ces
termes. En utilisant la majoration du lemme 4.2 on a

IA

46t |Ry(Shey, )| < edt||Seeu o [u |2 | Shey

IA

k+1
013 ||ue|| oo L2y llull Loo a2y e |l

8t + ot[ef 2.

IA

45t |Ro(Spef ™)

IA

_ k
ct]| 20 — "o [u*+ 2 | Shep ™ I

IA

ot W' ([|lull oo ey + [Pl oo cay) lleg e

IA

bt W2 4 5t e 2.

46t |R3(Shep ™) < bt (||2wf — ) 17¥ o2 1| Sher ™ 1,2
< St WY (Jull poo iy + 1ol Lo () 11Sher ™ |1,
< et h2HD 4 §t|ler 2.
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k-‘rlH < H~k+1

En utilisant I'inégalité ||é —elllo+ llef]lo, on déduit

46t |Ry(Snep™)| < cot (2Héhllog+|\*k Hlo,2) (1 ) 1Sner .
< cdt (2Héh”02 + H ) (||U||L°<>(H2) + HpHLoo(Hl ) HethlH
<t ([|ef — efllo + e —en o + 15.exllo + llello) et Il

Maintenant on utilise le résultat du lemme 3.3 pour borner [|&F —ek ||o + ||&F =t —e¥ | 4 ||6,f ||o par cdt(5t+h!).
En remarquant que pour [ > 1 et h < 1, on a 26th! < §t% + h!*1, on peut majorer c6t(5t + h') par c(5t? + hit1).
Finalement, on obtient

45t |Ry(Snef ™) < yotl|ef |3 + ciot|lef TH|2 + cadt (6t + hITH)2.

On procede de la méme fagon pour le cinquieme terme :

45t |Rs(Spef ™) < cot (|[2wf; —

)HehHHo 2||Shey,

k:+1

IN

cot (HUHLOO(H?) + ||p||L°°(H1 ) ||€
cot (|leyt - 2) ||€h+1|\*

Yotlley G + Cl5t|\ek“||2 + cBt(6t2 + BT,

IN

IN

Pour le dernier terme on a :
46t |Re(Snep™)| < cotl|2ef, — & eyl Sney 1

On utilise le résultat du théoreme 3.2 pour borner |41, [|€¥[1 et ||EFFH||; par ¢(5t + A'). En remarquant
que h* < h20+D) dés que I > 1 et h < 1, on obtient finalement :

45t |Re(Snef ™) < eot(5t? + A% + 6tlef T2
En combinant toutes les majorations obtenues on déduit 'inégalité suivante :

ek + ll2eEH — b2 + [1dumel P13 + 36tk 3
< JlefI? + [[2¢f — €2 + cot(8¢2 + B2
B3 +1dt] k3 + el

E’tape 8. On choisit v < 1. En sommant de £k =1 an < K — 1 on obtient

n
lei 1% + 123 = enll? + ZH&ne”“IIo+5tZHek“llo

< Heilli+H2eh—eh|\§+5tllehl\3
n+1
+e(0t% + W) eot > [lek||2.
k=1

En appliquant le lemme de Gronwall discret on obtient :
lenllee iy + llenllipwe @)y < e(dt? + A'F).

Le résultat final découle de cette majoration, du lemme 3.3 et des définitions de ey, et €. (|
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4.3. Estimation en norme 1°(L?(Q)9) de I’erreur sur la vitesse

On cherche maintenant & obtenir une estimation de Ierreur en norme [°°(L?(€2)%). Dans un premier temps
on cherche un controle de ’erreur incrémentale 5t62+1 et on fait les hypotheses suivantes

(H5) max([lef]lo, [lefllo) < cmin(h!*!, 5t%/2h!).

(H6) u € W3 (H+1(Q)4 0 HL(Q)F) N W (H!(Q)4)
et p € W (HY(Q)) N WHPL(L2(Q)).

On donne d’abord deux lemmes qui permettent de controler les résidus linaires et non linéaires. En procédant
comme dans la démonstration du théoreme 4.1 on déduit

Lemme 4.5. Sous les hypothéses du théoréeme 3.2, on a :

sup  (R§TMH RIS on) < e (687 + R+ Jleg o + llefllo + ller o) - (4.8)
vp €Xpsllvnll1=1

Le contrdle du résidu incrémental est fourni par :

Lemme 4.6. Sous les hypothéses du théoréme 3.2 et (H6), on a :

sup (0,RETY + 8, REF wp) < ci6t(5t2 + AHHY)
v €EXp,llvnll1=1

k+1 k—1
+ e20t ([ley ™ llo + llekllo + [lerllo)

(4.9)
+ 3 (16,e5 ™ o + l10,ekllo + [16,e5~ o)
k+1 , l
+oca >0 [16:(8, — en)llo-
I=k—1
On établit maintenant une majoration en O(5t%/2) sur Iincrément 5,561}2“.
Lemme 4.7. Sous les hypothéses du théoréme 3.2 et (H5-HG), on a :
16,€lli2 121y < €103/ (5t + h') + c26t(6¢> + h'TY). (4.10)
Preuve. On procede en trois étapes.
E’tape 1. Les erreurs incrémentales sont controlées par 1’équation
3it 5,ef Tt — 44t §,el + it §,eh ! .
hth htth ~ ht°h 4 Ap6,ei ™t + BYoer™ = mp [0, RET + 6, RE . (4.11)

20t
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Etape 2. On multiplie (4.11) par la fonction test 46tSh5tei+1, et en appliquant le lemme 4.4 (avec € = 1/4 dans
I'inéquation (4.5)) et on obtient

16,ei 12 + 1126, — SreblIZ + lIdeeer; ™ I3 + 36tl|0,er 13

< [16,eflI2 + 1126,ef — Sper |12 + et dentt —indien
+46t (8, RETY + 6, RFFY, Spdjer ™),
k . ~k
< ||6tei||z + H25te§ teh H2 + 66t||5teh+1 - ’h‘stehHHo

+c,0t||6,e5 |2 4 vt sup (0,RETT 4 6, REFE up,)?,

v €Xp,|lvnl1=1

ou v > 0 peut étre choisi suffisamment petit.

E‘tape 8. En utilisant la majoration du residu fournie par le lemme 4.6, en utilisant les majorations du lemme
(3.3), en choisissant v suffisamment petit et en sommant de k =2 a n < K — 1, on obtient

n
16,5 12 + 1126ieh ™! — el + D ||5ttek+1||o+5tzH5t6§+1|\o
k=2

< alldeq ] + c2llden 13 + 635252 I8,er 12
k=2

+egbt? (6t + RITY2 4 5613 (5t + hY2.
L’hypothese d’initialisation (H5) implique :
max (|| 6,7 ||+, [|6,eh]1«) < e16t>/2(6t + hY) + co6t(6t> + AU,
En appliquant le lemme de Gronwall discret on obtient :
16l 11y + I0ienllizrz@yey < c16t%/2(5t + Bl) + c2dt(5¢* + BT,
ce qui complete la preuve. [l

Remarque 4.3. Noter qu’il y a dans la majoration (4.10) un défaut d’optimalité d'un facteur 6¢'/2. En effet,
puisqu’on a montré dans le théoréme 4.1 que l'erreur sur la vitesse en norme (?(L2(2)?) est en §t2, on pourrait
s’attendre & une estimation sur I'incrément de l’erreur en norme [?(L2(Q)4) en 6t3. Ce défaut d’optimalité est
due au manque d’optimalité de la majoration

16,6 — 648nlli2(r2(a)ay < 0¥/ (5t + R,

qui a été obtenue au lemme 3.3. Il est peut-étre possible de retrouver une majoration optimale en travaillant sur
les incréments des incréments. Le défaut d’optimalité subi a ce niveau est responsable de la perte d’un facteur
§t1/4 sur I'évaluation de l'erreur sur la vitesse en norme (*°(L2(2)?) obtenue ci-dessous.

La majoration du lemme 4.7 permet maintenant d’établir le résultat majeur de cette section :

Théoréme 4.2. Sous les hypothéses du théoréme 3.2 et les hypothéses (H5-H6), on a :

lu = wn i 2@y + lu = @nlli 2y < e(887/* 4 68%/*h! 4 A1), (4.12)
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Preuve. On prend 1’équation de conservation de quantité de mouvement (4.6) comme point de départ. On fait
le produit scalaire de cette équation par 46tSh5te§+1. En utilisant la symétrie de la forme bilinéaire (vy, Spws)
(¢f. lemme 4.1) on obtient

BllGien 12 + [I5eeey 12 + 40t(Aney ™, Subien ™) = [16,e5 112 + 46t (Re ™ + R, Suéiep™).

On utilise maintenant le lemme 4.4 en remarquant que &,e; " = Py, 6,6,

BlI6ser % + I0een 1T+ 45t(e ™ 0,01 ™) < bief |12 + eotll e lloller™ — et lo

+ AIShSel R +eyd sup  (REYE 4 REFL w2,
vh € Xp,|lvn|l1=1

olt la constante v > 0 peut étre choisie suffisamment petite de telle sorte que 7| Spd,ef T2 < ||d,ef ™ 2. La
majoration du résidu est fournie par le lemme 4.5. Finalement on a

k k ~k k
Al|s,ef 12 + 20t e THIZ < 116,k + 26t]|ef |13 + cotl|s,ent lollEntt — el lo
_ 2
+ ¢0t? (682 + B+ [len™ o + llefllo + 1 lo)
En prenant la somme de £k =1 an < K — 1 on obtient

25t)|ep IS < l1o,enll? + 26tlerlld + callenllizz (e lI0ienlliz ey
+ CQ(St((StQ + hl+1)2 + C35tHehHl2(L2(Q)d).

L’hypothese d’initialisation (H5), la majoration du lemme 4.7 et le résultat de convergence du théoréme 4.1
donnent finalement

1
lex ™1

IN

1 (5t 4+ W12 4 ey [6t3/2(5t + hY) 4 6t (582 + hITL)| (ot + RY),

IN

c1(6t2 + hITY)2 4 ¢06t3/2 (6t + h!)2

ce qui complete la preuve. O

Remarque 4.4. L’exposant 7/4 n’est probablement pas optimal pour la convergence en norme [*°(L2(Q)%).
Il est peut-étre possible d’améliorer un peu le résultat en invoquant des arguments techniques un peu plus
sophistiqués sur les incréments d’ordre deux.

4.4. Une estimation en norme faible sur la pression

Il est possible d’améliorer un peu le résultat de convergence obtenu sur la pression dans le théoreme 3.2 en
introduisant une norme faible dépendente du maillage. Pour tout ¢ dans L2(Q) on définit :

(q7 V"Uh)

q\|By,A, = SUP o 4.13

Il 4, v €Xp A%vhHO ( )

Gréace a la condition “inf-sup,” il est clair que la restriction de || - || B, 4, & M) définit une norme, toutefois,

cette norme est plus faible que la norme || - ||p. Plus précisement, la nouvelle norme est la contrepartie discrete
sur M, de la norme

0, V)
lallv. vz = sup ( (4.14)

vEHE(Q)4NH2(Q)d llvnll2
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Gréce aux propriétés régularisantes de 'opérateur de Stokes, il est possible de montrer le résultat suivant
Vg e Lg(Q),  clldll-1 < llallv. vz < e2lldllo, (4.15)

qui signifie que la topologie associée a la nouvelle norme est plus grossiere que celle de L?(Q2) mais qu’elle est
plus fine que celle de H=1(Q).
Avec la nouvelle norme discrete pour mesurer l'erreur sur la pression, on a le résultat suivant

Théoréme 4.3. Sous les hypothéses du théoréme 3.2 et les hypothéses (H5-H6), on a :

Hp — ph”lQ(H'HB;L,Ah) < C(6t3/2 + hl> (416)
Preuve. D’apres (3.13) on a
3H6t62+1|‘0 ”67562”0 ~k+1 k+1 k L
lex ™ 1By, 4, < + + llexHllo + sup  (Rg™H+ Ry on).
he B 20t 20t on€Xmllonli=1

Le résultat cherché est une conséquence de cette inégalité, des majorations des lemmes 4.5 et 4.7 et du
théoreme 4.1. (|

Remarque 4.5. La difficultés qu’on rencontre & établir des résultats de convergence a 'ordre deux (ou en tous
cas & un ordre plus grand que un) dans des normes naturelles pour la pression (i.e. dans L?(£2)) ou pour la
vitesse (i.e. dans H!'(2)9) sont symptomatiques de la présence d’une couche limite numérique a la frontiere
de Q. Cette couche limite est imperceptible & I'ordre deux pour la vitesse mesurée dans la norme L2(Q)¢, en
revanche elle apparait & un ordre compris entre un et deux lorsque la vitesse est mesurée dans la norme H*(2)?
ou lorsque la pression est mesurée dans la norme L?(€2) (voir Rannacher [19] pour une discussion détaillée sur
la couche limite numérique induite par le schéma non incrémental continu en espace).

5. REMARQUES SUR L’ERREUR DE FRACTIONNEMENT

On finit cet article par une étude de Uerreur de fractionnement des algorithmes de projection basés sur une
correction de pression incrémentale. Le résultat essentiel de cette section est que lerreur de fractionnement est
d’ordre deux pour la vitesse dans la norme ?(L2(2)%).

Pour illustrer cette propriété remarquable, considérons ’algorithme de projection incrémental basé sur une
approximation par différentiation rétrograde d’ordre un de la dérivée temporelle. En conservant les mémes
notations que dans les sections précédentes, on considere 'algorithme suivant : pour 1 < k < K — 1 on cherche
712"‘1 dans X}, tel que :

f‘iﬂ_"ﬂ“]ﬁ k41 k ~k+1 k+1 t, k
— % T Aty ™+ Di(ay, 4, ) = fy — Bhop. (5.1)

On cherche ensuite uh+1 dans Y}, et pﬁ“ dans M}, tel que

k+1 . +1
Up *’h“h t ([, k+1 kY _
+C —pi) =0,
5t n (P, n) (5.2)
Ch ukJrl 0.

Bien stir, la mise en ceuvre pratique de cet algorithme se fait en éliminant la vitesse projetée comme expliqué
dans la remarque 2.2.
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Considérons maintenant I’algorithme totalement couplé : trouver wf';l dans X}, et qf'zl dans M}, tels que :
wljfll — wlC
ot
Bhwl,:jll =0.

b Apwt o Dy (wh y, wh) + B gk = i (5.3)

k:+1 et uk:—i—l k:+1 et uk:—i—l

La différence entre w; ou bien entre w; est par définition 'erreur de fractionnement. C’est
lerreur induite par le decouplage opéré dans l’algorlthme de projection, entre la contrainte d’incompressibilité
et les phénomenes de convection—diffusion. La caractéristique remarquable de la techniques incrémentale (i.e.
celle pour laquelle la pression est rendue explicite a I’étape de convection—diffusion) est résumée par le résultat

suivant :

Théoréme 5.1. Il existe une constante ¢ qui ne dépend que de (wy p,qsn) et T, tel que

||wz,h — U,h”l2(L2(Q)d) + ||wz,h — ﬂhle(Lz(Q)d) < cot?. (5.4)

Preuve. On ne donne ici qu’une idée de la preuve. Introduisons les notations suivantes pour désigner les erreurs
sk 0k 0k ok k k k :
de fractionnement : €7, = wy;, — Uy, €;, = w; ), — uf et ez n = 4.5 — Py 1l est clair que les erreurs de

fractionnement sont controlees par les systemes d’équations

Gkl _ gt ok

— Z
zhéithzh + ARE T = —Bhgk, + RN, e, (5:5)
et —inel}! t k
g O — i) =0, (5.6)
Che];j}_ll - 07

k+1

ol on a posé wz W= — ph = 5tqk+1

+ e’z“ 5 €t le reste non linéaire est défini par
k+1 ~k skl k+1 E ~k+1
R ( €2h €2 n ) Dh( zh’wz,h )_Dh(uiuuh )

La structure de ces équations est quasiment la méme que (3.9)—(3.10) sauf que la seule source d’erreur qui
subsite maintenant est le terme BW’;h qui est au second membre du pas de convection—diffusion. On peut
alors reproduire tous les arguments des sections 3 et 4. O

Le résultat un peu suprenant du théoreme 5.1 peut étre vérifié numériquement assez facilement. Il suffit pour
un probleme donné de réaliser une marche en temps en évaluant a chaque pas de temps la solution du systeme
couplé (5.3) et la solution du systéme fractionné (5.1)—(5.2). La solution du sytéme couplée peut étre calculée
de multiples fagons (résolution directe ou itérative de opérateur d’Uzawa, technique de matrice d’influence,
etc.) mais en pratique son évaluation est toujours beaucoup plus cotiteuse que celle de la solution découplée (des
rapports 20 & 50 en temps de calcul sont typiques). Cette expérience a été réalisée dans [14] pour le probléeme
de la cavité entrainée en dimension 2 en utilisant des éléments finis P,/ P;. L’expérience numérique rapportée
dans [14] montre clairement que lerreur de fractionnement est bien d’ordre deux conformément & I’énoncé du
théoreme 5.1.
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