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Abstract. Nous discutons de certains aspects de l’approximation diophantienne et de la transcendance inspirés
par deux problèmes encore ouverts: trouver une version effective du théorème de finitude de Siegel pour les points
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1. Introduction

D’excellents survols récents des vastes sujets de la transcendance, l’indépendance algébrique
et l’approximation diophantienne existent dans la littérature: par exemple [23, 71, 73, 74].
Nous avons choisi de nous concentrer ici sur certains aspects de l’approximation diophanti-
enne et de la transcendance inspirés par deux problèmes encore ouverts: trouver une version
effective du théorème de finitude de Siegel pour les points entiers sur les courbes et trouver
une approche intrinsèque aux résultats de transcendance des valeurs spéciales des fonctions
modulaires sans utiliser les variétés abéliennes (problème posé par Th. Schneider).

En 1929, en utilisant les méthodes de l’approximation diophantienne ineffective, C.L.
Siegel a démontré un résultat de finitude des points entiers sur les courbes affines de genre
positif ou de genre zéro avec au moins trois points distincts à l’infini. La méthode de
Baker, qui provient de la théorie des nombres transcendants, reste l’outil le plus puissant
pour obtenir des résultats d’approximation diophantienne effective. Cependant, une version
effective du résultat de Siegel en genre quelconque reste hors de portée (le cas de genre 0
ou 1 est du à Baker, Coates avec des raffinements par W.M. Schmidt. Des résultats en genre
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g ≥ 2 dans le cas “galoisien” sont dus à Bilu (1988), et indépendamment par Dvornicich-
Zannier (1994)). Ce problème a inspiré Bombieri d’introduire une nouvelle méthode [21]
d’approximation diophantienne effective sur le groupe multiplicatif, basée sur le principe de
Thue-Siegel, et plus proche du travail original de Siegel sur les courbes. Nous discuterons
de progrès récents de ce programme de Bombieri.

Le septième problème de Hilbert demandait une démonstration de la transcendance de
nombres de la forme αβ avec α �= 0, 1 et β algébriques et β irrationnel. Ce problème était
résolu indépendamment par Gel’fond et Th. Schneider en 1934. En développant la méthode
de Gel’fond, Baker a réussi en 1966 à minorer les formes linéaires en un nombre quelconque
de logarithmes de nombres algébriques. En 1985, à la suite de travaux de Baker, Coates,
Masser et Lang sur certains cas, G. Wüstholz a démontré par son théorème du sous-groupe
analytique, l’extension aux groupes algébriques des résultats de Baker. Ce théorème permet
de démontrer de nombreux résultats de transcendance de valeurs de fonctions spéciales
et modulaires reliées aux espaces de modules de familles de groupes algébriques. Nous
discuterons de quelques exemples récents. Il paraît très difficile de démontrer ces résultats
de façon directe, sans passer par les familles de groupes algébriques. Cela reflet une manque
d’outils pour traiter les espaces de modules directement.

Je remercie le Comité Scientifique des Journées Arithmétiques de Lille de m’avoir invité
à faire un exposé sur le contenu de cet article aux Journées. Je remercie Yann Bugeaud
et Michel Waldschmidt d’avoir lu cet article et d’avoir fait de nombreuses corrections et
suggestions.

2. Approximation de nombres algébriques par des rationnels

En 1955, Roth [60] a démontré son résultat célèbre sur l’approximation des nombres
algébriques par les rationnels. Notons Q̄ le corps des nombres algébriques. Soit α ∈ Q̄

de degré au moins 2. Alors, pour tout ε > 0, il existe une constante c(α, ε) > 0 telle que

|α − p/q| ≥ c(α, ε)/|q|2+ε, (2.1)

pour tout p/q ∈ Q, (p, q) = 1. Ce résultat est précis comme on peut le voir à l’aide
des fractions continues. Or, il n’est pas effectif car on ne peut pas en général calculer la
constante c(α, ε). Des résultats existent qui bornent le nombre de p/q ∈ Q avec (p, q) = 1 et
|α−p/q| ≥ |q|2+ε mais nous ignorons ces nombres, par exemple nous n’avons pas de bornes
pour max(|p|, |q|) et certainement pas d’algorithme pour trouver ces nombres. Le résultat
de Roth donne une mesure d’irrationalité ineffective. D’autres résultats plus faibles avaient
été obtenus par Thue, Siegel, Dyson et Gelfond. Nous nous intéresserons exclusivement aux
mesures d’irrationalité effectives, qui dans l’état actuel de nos connaissances sont beaucoup
plus faibles que les mesure ineffectives mais qui sont celles dont nous avons très souvent
besoin pour les applications diophantiennes.

Definition 2.1. Soit α un nombre irrationnel. On dit qu’un nombre réel µ > 0 est une
mesure d’irrationalité de α si, pour tout ε > 0, il existe une constante c(α, ε) > 0 telle que

|α − p/q| ≥ c(α, ε)/|q|µ+ε, (2.2)
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pour tout p, q ∈ Z avec (p, q) = 1. La mesure d’irrationalité µ est dite effective si la
constante c(α, ε) est calculable explicitement.

Pour les mesures d’irrationalité effectives valables pour tout nombre algébrique, le pre-
mier résultat remonte à Liouville en 1844 [48], qui a trouvé µ = deg(α) pour tout nombre
algébrique α de degré au moins 2. Ce résultat est facile à démontrer mais trop faible pour
les applications. Dans [44], Feld’man améliorait le résultat de Liouville en utilisant les
minorations de formes linéaires en logarithmes trouvés par Baker [6]. Ce résultat de Baker-
Feld’man donne une mesure d’irrationalité effective µ = deg(α) − η(α) pour tout nombre
algébrique de degré au moins 2, mais avec cependant un η(α) > 0 très petit. Les meilleurs
estimations connues de η(α) découlant de la méthode de Baker sont dues à Baker et Stewart
[10] si α est de degré 3 et à Bugeaud et Györy [33], qui utilisent des résultats de Waldschmidt
[72], dans le cas général.

Des mesures d’irrationalité effectives non-triviales pour les nombres algébriques étaient
obtenues par Baker [4] avant les travaux de Baker-Feldman, mais elles s’appliquent à
une classe restreinte de nombres algébriques. Déjà, en 1918, A. Thue avait étudié les
approximations rationnelles de certaines fonctions en utilisant des approximants de Padé.
Ces méthodes avaient été reprises par Siegel en 1929 dans ses travaux sur les G-fonctions,
pour obtenir des mesures de transcendance et d’indépendance algébrique effectives. Baker
utilisait une méthode reliée aux fonctions hypergéométriques en déterminant explicitement
des approximants de Padé de certaines fonctions algébriques. Par exemple, Baker à trouvé
le résultat remarquable,

| 3
√

2 − p/q| ≥ 10−6q−2.955,

valable pour tout entier p, q ≥ 1. D’autres travaux de Chudnovsky [35] et plus récemment
d’Easton, Voutier et Bennett [14] ont développé la méthode hypergéométrique. Bennett a
en particulier étendu les résultats de Baker au cas des n

√
2, n ≥ 3 . Baker a aussi obtenu

[5] de bonnes mesures d’irrationalité effectives pour une classe de nombres de la forme
log(a/b) avec a/b proche de 1.

Mentionnons ici un résultat récent de Bauer et Bennett [13] qui dit qu’il existe des
constantes absolues c1, c2 > 0 telles que,∣∣∣∣√2 − p

q

∣∣∣∣ ≥ c1q−1.47

pour q une puissance de 2 et ∣∣∣∣√3 − p

q

∣∣∣∣ ≥ c2q−1.62

pour q une puissance de 3.
Une difficulté rencontrée pour généraliser la méthode hypergéométrique, ou de Padé, est

qu’il faut, pour les applications, s’assurer d’une croissance exponentielle de l’ordre au plus
ecn pour les coefficients des approximants de Padé d’ordre n d’une fonction algébrique. La
situation générale donne le plus souvent une croissance de l’ordre ecn2

, ce qui est trop faible
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pour les applications. Si l’on considère une fonction algébrique donnée par une équation
f (x, y) = 0 de degré d en y, on peut y associer son approximant de Padé près de x = 0,
d’ordre n, de la forme p0(x)+ p1(x)y +· · ·+ pd−1(x)yd−1, où les polynômes pi (x) sont de
degré au plus n. Dans [19] la croissance ecn ou ecn2

est reliée précisément à une propriété
géométrique de la courbe, à savoir si certains diviseurs de degré 0 de la courbe f (x, y) = 0
sont des points de torsion de la jacobienne ou non. C’est d’ailleurs une généralisation de
travaux antérieurs de D.V. et G.V. Chudnovsky [36] dans le cas elliptique.

Au cours des dix dernières années une nouvelle approche aux approximations diophanti-
ennes effectives, qui n’utilise ni les méthodes de la transcendance ni les méthodes hy-
pergéométriques, a été introduite par Bombieri [21] et développée dans des articles en com-
mun avec Hunt [26], Mueller [27], van der Poorten, Vaaler [28] et l’auteur [24, 25]. Elle est
basée sur la méthode de Thue-Siegel. Bombieri a montré comment retrouver une mesure
d’irrationalité effective non-triviale pour les racines de nombres algébriques d’ordre élevé à
partir du principe de Thue-Siegel et ensuite comment en déduire une mesure d’irrationalité
effective non-triviale pour tout nombre algébrique.

Pour ce faire, il faut comprendre comment approximer un nombre A �= 0 dans un corps
de nombres k par un sous-groupe multiplicatif � finiment engendré dans k∗ = k \ {0}.
Notons par Mk l’ensemble des valuations de k. Pour un élément v ∈ Mk , soit v | ∞, soit
v | p où p est un nombre premier rationnel. Les valeurs absolues | |v de k sont normalisées
de telle façon à ce que, pour x ∈ k,

|x |v = ‖x‖dv/d
v

où [kv : Qv] = dv , [k : Q] = d et ‖x‖v est l’unique extension au complété kv de la valeur
absolue usuelle sur les réels R ou bien la valeur absolue p-adique sur Qp. Avec ces nor-
malisations la formule du produit devient,∏

v∈Mk

|x |v = 1, x ∈ k∗.

Pour un vecteur x = (x1, . . . , xm) dans km et un élément v ∈ Mk , nous définissions

|x|v = max(|x1|v, . . . , |xm |v).

La hauteur absolue (homogène) de x est donnée par,

H (x) =
∏

v∈MK

|x|v.

La hauteur absolue logarithmique de x est alors donnée par

h(x) = log H (x).

Pour x ∈ k notons par H (x) la hauteur du vecteur (1, x) ∈ k2. Alors,

H (x) =
∏

v∈Mk

max(1, |x |v).

La hauteur logarithmique absolue de x est donnée par h(x) = log H (x).
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Cette définition s’étend à celle de la hauteur d’un polynôme P en plusieurs variables
et à coéfficients dans k en prenant pour H (P) la hauteur absolue du vecteur de tous les
coefficients de P , avec la hauteur logarithmique correspondante h(P) = log H (P). Pour
v ∈ Mk , nous notons |P|v le maximum les valuations v-adique des coefficients de P .

Si ξ ∈ �, où � est de rang t > 0 et ξ1, . . . , ξt sont des générateurs de �/�tors, minorer
|ξ − A|v est la même chose que de minorer une quantité de la forme |A−1ξ

n1
1 . . . ξ

nt
t −1|v , et

en prenant des logarithmes cela nous ramène à minorer une forme linéaire en logarithmes
de la forme n1 log ξ1 + · · · + nt log ξt − log A, d’où le lien avec les minorations effectives
de formes linéaires en logarithmes.

Les applications de résultats effectifs de ce genre sont bien connues. En effet, la méthode
de Baker donne des bornes effectives pour les solutions en entiers rationnels de beaucoup
d’équations diophantiennes. Des exemples d’équations diophantiennes que l’on sait traiter
sont: celles qui correspondent aux courbes de genre 0 ou 1 (Baker, Coates, W.M. Schmidt);
l’équation de Thue,

F(x, y) = yr f (x/y) = m �= 0, (2.3)

où f ∈ Z[u] est un polynôme irréductible de degré r ≥ 3 et m ∈ Z\{0}; les équations
elliptiques, hyperelliptiques et superelliptiques

yn = f (x), n ≥ 2, f ∈ Q(x),

de genre au moins 1; les courbes modulaires X (N ), N ≥ 2 (Kubert et Lang) et X1(N ), N ≥
4, et X0(N ), N �= 1, 2, 3, 5, 7, 13 (Bilu [16], et [18]).

La motivation de l’approche de Bombieri était d’utiliser des méthodes algébro-
géométriques, et non transcendantes, avec le but (encore à réaliser) de trouver une ver-
sion effective du résultat de Siegel qui dit que chaque courbe affine C définie sur Q et de
genre au moins 2 n’a qu’un nombre fini de points entiers rationnels.

Mentionnons ici des versions effectives du résultat de Siegel obtenues en genre g ≥ 2
indépendamment par Bilu (1988) [15], et Dvornicich-Zannier (1994) [42] au cas des courbes
F(x, y) = 0 où F(X, Y ) = 0 définit une extension galoisienne de C(X ) comme polynôme
en Y . Poulakis a obtenu une version quantitative (1996) [59] et Bilu a indépendamment
obtenu une version quantitative plus fine (1997) [17].

Il est utile ici de rappeler les étapes principales de la démonstration de ce résultat de
Siegel. Nous suivons ici les articles de Bombieri [21] et [23]. La courbe C peut être plongée
dans sa jacobienne Jac(C), qui est un groupe algébrique commutatif muni d’une métrique
complexe d(, ) pour un plongement complexe convenable de la jacobienne. Les points
entiers rationnels de C deviennent alors des éléments du groupe de Mordell-Weil de la
jacobienne, qui est un groupe finiment engendré. Si l’on suppose que le nombre de points
entiers rationnels est infini, on peut supposer que dans la jacobienne il y a une suite infinie
{Pi } de points entiers qui s’accumulent à son origine. Donc, il existe un κ > 0 “petit” tel
que

d(Pi , 0) � H (Pi )
−κ , κ > 0.
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La multiplication dans Jac(C) fournit, pour chaque entier r , un endomorphime étale [r ] et
on peut écrire

Pi = [r ]Q − Ui

avec

d([r ]Q, Ui ) � H (Pi )
−κ ,

et donc

d

(
Q,

1

[r ]
Ui

)
� H (Pi )

−κ � H (Q)−κr2
.

En choisissant r grand, nous avons réussi à remplaçer l’exposant du début κ par un exposant
κr2 suffisament grand pour que le problème soit traitable, de façon ineffective (dans l’état
actuel de nos connaissances), par des méthodes de l’approximation diophantienne.

Le premier pas du projet de Bombieri, qui déjà n’est pas evident, est d’adapter et effec-
tiviser cette approche pour le groupe multiplicatif Gm . Soit � un sous-groupe multiplicatif
de k∗ de rang t et ξ1, . . . , ξt ∈ � multiplicativement indépendants. Nous cherchons à savoir
la distance, par rapport à v ∈ Mk , des éléments d’une classe A� �= 1 à 1. Cela nous
ramène au problème de borner effectivement, pour κ > 0, l’ensemble exceptionnel des
Aξ, A ∈ k∗, ξ ∈ �, avec

|Aξ − 1|v ≤ H (Aξ )−κ , v ∈ Mk .

Pour chaque entier r ≥ 0, nous disposons de l’endomorphisme, [r ] : x �→ xr dans Gm . Les
mêmes types d’argument qu’avant nous permettent, en utilisant la géométrie des nombres,
de réduire le problème au cas t = 1, ce qui correspond aux formes linéaires en deux
logarithmes. Écrivons ξ = εξ

m1
1 . . . ξ

mt
t et prenons deux entiers positifs Q, N avec L :=

ppmc(1, 2, . . . , Q). Par un théorème de Dirichlet, il existe des entiers pi et q, 1 ≤ q ≤ Q
tels que ∣∣∣∣ mi

L N
− pi

q

∣∣∣∣ ≤ 1

Q1/t q
, i = 1, . . . , t.

Or r = L N/q est un entier divisible par N avec L N/Q ≤ r ≤ L N et tel que

|mi − r pi | ≤ r Q−1/t , i = 1, . . . , t.

En posant a = εA
∏

ξ
mi −r pi

i et γ = ∏
ξ

−pi

i nous avons

|a(γ )−r − 1|v = |Aξ − 1|v.

On est amené à contrôler effectivement les γ −1a1/r avec

|γ −1a1/r − 1|v ≤ H (γ −1a1/r )−rκ , γ ∈ k∗.
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Il s’agit donc de trouver une mesure d’irrationalité effective pour les racines de nombres
algébriques. Comme

h(a1/r ) ≤ (1/r )h(A) + t Q−1/t max h(ξi )

est petit, la hauteur du nombre à approximer est contrôlée, ce qui permet d’exploiter les
méthodes directes du numéro suivant, Section 3.

Nous avons par exemple dans le cas ultramétrique [24]:

Théorème 2.2. Soit k un corps de nombres de degré d et v ∈ Mk avec v | p. Soit � un
sous-groupe finiment engendré de k∗ et ξ1, . . . , ξt des générateurs de � modulo torsion.
Soit ξ ∈ �, A ∈ k∗ et κ > 0 tels que

0 < |1 − Aξ |v < H (Aξ )−κ .

Notons Q = ∏t
i=1 h′(ξi ) où h′(ξ ) = max(h(ξ ), 1). Alors,

h(Aξ ) ≤ c(κ, t, d, v)Q max(h′(A), Q)

où c(κ, t, d, v) est une fonction explicite de κ, t, d, et v.

3. Mesures d’irrationalité effectives pour les racines

Nous gardons les notations du Section 2. Pour v ∈ Mk , r ≥ 3 un entier rationnel, a, γ ∈ k∗,
et α une racine r -ième de a, nous cherchons à mesurer la distance entre α et γ par rapport
à v, par une inégalité de la forme,

|γ −1α − 1|v ≥ c(α, ε, k)H (γ −1α)−µ−ε, ε > 0,

où µ est la mesure d’irrationalité de α.
La méthode de Baker, en utilisant la transcendance et les minorations effectives de formes

linéaires en logarithmes, permet de démontrer en général la mesure d’irrationalité

µ = ch(a) log

(
r

h(a)

)
,

pour une constante absolue c > 0.
Les résultats que l’on peut obtenir en utilisant la méthode de Thue-Siegel, dévelopée par

Bombieri, ne donne pas à ce jour un résultat aussi bon, sauf en ce qui concerne la constante
absolue qui est typiquement beaucoup plus petite (cela peut avoir des avantages pour les ap-
plications). L’intéret de la méthode est néanmoins qu’elle évite toute utilisation de fonctions
spéciales transcendantes et aussi des arguments très délicats d’analyse complexe et p-adique
qui sont typique des méthodes transcendantes. Cet avantage est encore plus marquant dans
le cas où v est ultramétrique (v | p pour p un premier rationnel). D’ailleurs, les résultats
obtenus par la méthode de Thue-Siegel sont suffisants pour beaucoup d’applications.
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La méthode de Thue-Siegel exploite le fait qu’un nombre algébrique ne peut pas avoir
deux bonnes approximations par des nombres rationnels. Donc, si le nombre α = r

√
a est

proche de 1 par rapport à v il ne peut pas être trop proche de γ �= 1 par rapport à v, du
moins pour h(α′), α′ = γ −1α suffisament grand. Pour faire démarrer la méthode, il faut
s’arranger, par le choix de r et de la racine α, pour que (α, α′) soit proche de (1, 1) par
rapport à v. Si ε est une racine r -ième de l’unité, alors (εα, εα′) est proche de (ε, ε). La
construction auxiliaire par un lemme de Siegel fournit un polynôme P(X, Y ) non-trivial,
à coefficients entiers rationnels, qui a un zéro d’ordre élevé aux points (ε, ε) mais dont les
coefficients sont de hauteur controlée. Dans [21, 24] une version du lemme de Dyson dû à
Viola permet de dire qu’en dérivant un peu le polynôme P , pour donner un polynôme Q,
on peut s’assurer que Q(α, α′) �= 0 et Q(α, α′) ∈ k avec les coefficients de Q de hauteur
controlée. Un travail récent [25] montre que l’on peut même se passer du lemme de Dyson.
Par la formule du produit pour Mk ,

− log |Q(α, α′)|v =
∑
w �=v

log |Q(α, α′)|w. (3.1)

Comme Q(X, Y ) s’annule avec une haute multiplicité au point (1, 1), on peut montrer
en utilisant un développement de Taylor autour de (1, 1) que |Q(α, α′)|v est très petit,
précisamment parce que (α, α′) est proche de (1, 1). (On peut de la même façon exploiter les
points (ε, ε).) Par conséquent − log |Q(α, α′)|v est grand tandis que

∑
w �=v log |Q(α, α′)|w

est relativement petit compte tenu des majorations des hauteurs des coefficients de Q.
Donc l’hypothèse que (α, α′) est proche de (1, 1) par rapport à v entraine une contradiction
(pour h(α′) suffisament grand). En l’occurence, dans le cas où v | p, il suffit de supposer
|α − 1|v < 1 pour faire marcher le principe de Thue-Siegel.

L’approche simplifiée de [25] donne, dans le cas où v | p (le cas v | ∞ est en cours),
une meilleure dépendance de r et h(a) que celle qui utilise le lemme de Dyson à deux
variables dans [24] et une constante absolue tres petite. En effet, nous obtenons la mesure
d’irrationalité,

µ = ch′(a)p fv (D∗
v )6 log5

(
r

h′(a)

)
, (3.2)

avec c > 0 une constante absolue (on peut prendre c ≤ 200). Nous avons noté fv, ev le
degré du corps résiduel et l’indice de ramification du corps kv/Qv et

D∗
v = max

(
1,

d

fv log p

)
.

Nous supposons que |a|v = 1, pour que si nous choisissons l = p fv −1, alors |al −1|v < 1.
En utilisant la méthode de Baker [8, 30, 34], voir aussi [47] pour le cas archimédien, on

peut remplacer log5( r
h′(a) ) par log( r

h′(a) ) dans (3.2). Il est intéressant de remarquer que la
méthode de Thue-Siegel donne, selon [37], un résultat avec log( r

h′(a) ) quitte à supposer que
P(α, α′) �= 0 (hypothèse très forte car elle élimine les arguments de “lemmes de zéros”).
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Les résultats de [21] sont suffisants pour retrouver le résultat de Baker Feldman,

|α − p/q|v ≥ c(α)|q|−r+η(α)

où r = deg(α) et η(α) > 0, α algébrique, avec η(α) = c(r )R proportionnel au régulateur
R du corps Q(α). Ils permettent aussi de borner effectivement les solutions en entiers de
l’équation de Thue (2.3), ainsi que l’équation de Thue-Mahler. Dans [30] les méthodes
transcendantes sont utilisées pour trouver la mesure d’irrationalité effective des racines
et ensuite les arguments de [21] et [24] sont utilisés pour déduire le résultat de Baker-
Feldman. Les équations de Thue et de Thue-Mahler sont aussi traitées. Bugeaud obtient
ainsi un résultat qui améliore un peu celui de [33] avec η(α) = 1026r r14r R.

Soulignons la nature élémentaire de la méthode employé dans [25] (où v divise p). Aussi
ces méthodes donnent une approche uniforme pour toutes les places. Cette simplicité et
uniformité donnent de l’espoir pour une possible et eventuelle généralisation à la situation
de Siegel où le groupe multiplicatif est remplacé par une jacobienne.

4. Conjecture abc et minoration de formes linéaires en logarithmes

Un des problèmes ouverts les plus marquants de l’approximation diophantienne est la
Conjecture abc de Masser et Oesterlé. Elle implique en particulier le théorème de Fermat
(pour les grands degrés) démontré par Wiles, la conjecture de Catalan, dont la solution vient
d’être annoncée par P. Mihailescu [50], et le théorème de Mordell démontré par Faltings.
Elle est très facile à formuler.

Conjecture 1 (abc). Pour tout ε > 0, il y a une constante C(ε) > 0 avec la propriété
suivante. Pour a, b, c entiers positifs avec a + b = c, et (a, b, c) = 1, nous avons

c ≤ C(ε)
∏

p | abc

p1+ε.

On a aussi la forme suivante de la conjecture proposée par Baker [9], voir aussi Philippon
[56].

Conjecture 2. Il existe une constante absolue C > 0 telle que, pour tout 0 < ε < 1, et
a, b, c entiers positifs avec a + b = c, (a, b, c) = 1,

c ≤ C
∏

p | abc

(p/ε)1+ε.

Stewart et Yu Kunrui [66, 67] ont utilisé les minorations de formes linéaires en logarithmes
pour obtenir

c ≤ C(ε) exp

( ∏
p | abc

p1/3+ε

)
.
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Baker [9] a démontré que la Conjecture 2 est une conséquence de la Conjecture 3 suivante
(qui est très optimiste vu l’etat actuel de nos connaissances). Voir aussi les remarques dans
[55], Section 4 sur cette demonstration de Baker. Les valeurs absolues | · | et | · |p et les log
sont les extensions usuelles à C et à C p.

Conjecture 3. Soient ui , vi ∈ Z, vi > 0, i = 1, . . . , n et supposons que

� = u1 log v1 + · · · un log vn

ne s’annule pas. Notons

� = min(1, |�|)
∏

p

min(1, p|�|p).

Alors,

log � ≥ −C(n)
(

max
i=1,...,n

log(|ui | + 1)
)(

n∑
j=1

log |v j |
)

,

pour une constante C(n) > 0 qui ne dépend que de n.

Philippon [55, 56] en utilisant des conjectures formulées par S. Lang et M. Waldschmidt
pour la place archmédienne, a formulée une conjecture analogue qui entraine aussi une
version de la Conjecture abc sous la forme de l’existence d’un κ > 0 tel que

c ≤
( ∏

p | abc

p

)κ

.

5. Dépendance linéaire entre périodes et valeurs spéciales de fonctions modulaires

Dans l’état actuel de nos méthodes, l’étude de la plupart des propriétés transcendantes des
valeurs spéciales des fonctions modulaires se ramène à l’étude de relations de dépendance
linéaire entre les périodes de fonctions abéliennes. Un problème ouvert est de remplacer
ces méthodes par une approche qui n’utilise que les propriétés intrinsèques des fonctions
modulaires (problème de Th. Schneider). Un grand succès de ce type, mais dans un contexte
un peu différent, a été accompli dans les travaux du groupe de St Étienne [12] sur la fonction
modulaire.

Notons A une variété abélienne définie sur un corps de nombres et de dimension com-
plexe n ≥ 1. Son espace tangent TA à l’origine OA ∈ A(Q̄) est muni d’une Q̄-structure.
L’application exponentielle

expA : TA(C) → A(C)

à un noyau L = exp−1(OA) de Z-rang 2n. C’est le réseau dans C2n des vecteurs de périodes
de A. Dans le cas n = 1, la variété abélienne A est une courbe elliptique, et il existe
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g2, g3 ∈ Q̄ avec g3
2 − 27g2

3 �= 0, tels que les points complexes de A sont les solutions
complexes de l’équation

y2 = 4x3 − g2x − g3.

Le réseau L est engendré par deux périodes ω, ω′ ∈ C avec ω′/ω de partie imaginaire
positive.

Des travaux de Siegel (1932) et Schneider (1937), utilisant le principe naissant dit de
Schneider-Lang, ont montré dans le cas n ≥ 1 que les éléments de L sont des nombres
transcendants et que dans le cas n = 1 le nombre ω′/ω est transcendant sauf dans le cas
de multiplication complexe. Une variété abélienne A se décompose à isogénie près en un
produit de puissances de variétés abéliennes simples Ai , i = 1, . . . , k,

A =̂ Am1
1 × · · · × Amk

k ,

avec Ai et A j non-isogènes pour i �= j . La variété abélienne A est à multiplication com-
plexe (“CM”) (au sens de Shimura et Taniyama) si, pour chaque i = 1, . . . , k, l’algèbre
des endomorphismes Endo(Ai ) est un corps Ki avec [Ki , Q] = 2 dim(Ai ). Le corps Ki

est alors une extension quadratique imaginaire d’un corps totalement réel, c’est-à-dire un
corps “CM”. Dans le cas n = dim(A) = 1, les courbes elliptiques à CM sont celles avec
Endo(A) = Q(τ ) avec τ = ω′/ω quadratique imaginaire.

Les variétés abéliennes A de dimension n et polarisation E fixée ont pour variétés de
modules les variétés modulaires de Siegel. Le réseau L de A est un Z-module de Cn de
rang 2n de la forme,

L = Zn + τZn,

où τ est une matrice dans l’espace de Siegel de genre n donné par,

Hn = {τ ∈ Mn(C) : τ = τ t , Im(τ ) � 0}.

L’espace réel � = L ⊗ R de dimension 2n est munie d’une forme symplectique E induite
par la polarisation de A. Soit

Sp(E) = {g ∈ GL(�) | E(gv, gv′) = E(v, v′), v, v′ ∈ �}

le groupe symplectique qui fixe E . Alors Sp(E) agit sur la variété complexe S(�, E) de
structures complexes I de � avec E(., I.) positive définie symétrique, au moyen de l’action

(g, I ) �→ gIg−1, g ∈ Sp(E), I ∈ S(�, E).

Soit T le C-espace vectoriel donné par l’espace propre pour la valeur propre +i de I dans
�⊗C. Alors, il y a une C-base ordonnée { f1, . . . , fn} de T et une R-base { f1, . . . , f2n} de
� telle que la matrice de ( fn+1, . . . , f2n) par rapport à { f1, . . . , fn} est donnée par τ ∈ Hn .
Nous notons I = Iτ . Le domaine symétrique hermitien S(�, E) peut être identifié à Hn avec
l’action induite usuelle de Sp(E) par transformations de Möbius. La variété de modules à
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une structure sous-jacente de variété quasi-projective V définie sur Q̄ avec

V (C) � Sp(E, Z)\Hn � {Classes d′iso. sur C de structures (A, E)}.

Il existe une application Sp(E, Z)-invariante holomorphe,

J : Hn → V (C)

normalisée pour que l’image des modules τ ∈ Hn correspondant aux variétés abéliennes
CM soient dans V (Q̄). Dans le cas n = 1 et Sp(E, Z) = SL2(Z) nous pouvons choisir pour
j la fonction modulaire elliptique usuelle, avec développement de Fourier de la forme

j(τ ) = e−2iπτ + 744 +
∞∑

n=1

ane2iπnτ , an ∈ Z.

Un résultat célèbre de Th. Schneider (1937) dit alors que τ et j(τ ) sont tous les deux
algébriques si et seulement si τ est quadratique imaginaire, c’est-à-dire, le réseau engendré
sur Z par 1 et τ est à CM. Cohen-Shiga-Wolfart ont démontré [38, 64] la généralisation
suivante du résultat de Schneider pour n ≥ 1.

Théorème 5.1. Nous avons à la fois τ ∈ Hn ∩ Mn(Q̄) et J (τ ) ∈ V (Q̄) si et seulement
si τ est le module d’une variété abélienne à CM: cette variété abélienne A est donnée à
isomorphisme près par le tore complexe

A(C) � Cn/Zn + τZn.

Dans [38, 64] ce résultat est démontré comme une conséquence du Théorème du sous-
groupe analytique de Wüstholz, en particulier de son corollaire que voici.

Proposition 5.2. Soit A une variété abélienne définie sur Q̄ isogène à Am1
1 ×· · ·× Amk

k avec
les Ai , i = 1, . . . , k simples, définies sur Q̄, et deux-à-deux non-isogènes. Soit ϕ : TA(C) →
Cn un isomorphisme donné par un choix de Q̄-base de TA. Alors les composantes des
vecteurs dans ϕ(L) où L = exp−1(OA) engendrent un espace vectoriel de dimension

k∑
i=1

2 dim(Ai )2

[Endo(Ai ) : Q]
.

Qualitativement, ce résultat dit que toutes les relations de dépendance linéaire entre
les périodes de formes différentielles abéliennes holomorphes définies sur Q̄ (périodes de
première espèce) proviennent d’endomorphismes. Si A est simple de dimension n dans la
Proposition 5.2, alors la dimension de l’espace engendré sur Q̄ par les périodes de première
espèce est égale à 2n2/[E : Q] où E = Endo(A), son algèbre d’endomorphismes. Pour
démontrer le Théorème 5.1 (dans le cas simple), nous supposons que J (τ ) ∈ V (Q̄), τ ∈ Hn ,
c’est-à-dire que dans la classe de variétés abéliennes correspondant à τ il y en a une, A,
qui est définie sur Q̄. Si nous avons aussi τ ∈ Mn(Q̄), alors l’espace vectoriel L1 = L ⊗ Q̄
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est de Q̄-dimension n. Ces deux hypothèses d’algébricité nous fournissent deux choix de
Q̄-bases ϕi : TA(C) → Cn , i = 1, 2 où on peut supposer ϕ2(L) ⊂ Q̄n , et induissent des
représentations de E dans Mn(Q̄). Or, ces représentations peuvent être entrelacées par une
matrice avec moins que 2n2/[E : Q] coefficients non-nuls, sauf dans le cas CM. Il y a des
liens entre cet argument et le cas spécial où E est une algèbre de quaternions indéfinie sur
Q traité dans [51].

On peut se demander quelle est la “fréquence” des valeurs algébriques de la fonction J
aux points algébriques. Le Théorème 5.1 montre que ce problème est étroitement relié à
des questions de distribution de points CM.

Conjecture 4. Soit Z la clôture de Zariski d’un ensemble de modules J ∈ V (Q̄) qui sont
les valeurs de J à des points z ∈ Hn ∩ Mn(Q̄). Alors Z est une réunion finie de sous-variétés
de V (C) de type Hodge.

Dans le cas où Z est une courbe irréductible définie sur Q̄ qui n’est pas de type Hodge dans
une variété modulaire de Siegel, la Conjecture 4 dit que J (z) /∈ Z (Q̄) pour z ∈ Hn ∩ Mn(Q̄)
sauf si z est dans un ensemble fini de Sp2g(Z)-orbites de points CM.

Par les arguments de ce numéro, la Conjecture 4 est équivalente à la Conjecture d’André-
Oort [1, 2, 54] suivante.

Conjecture 5. Soit Z une sous-variété irréductible de V (C) telle que les points CM de
Z sont denses pour la topologie de Zariski. Alors Z est une sous-variété de V (C) de type
Hodge.

Il est intéressant (voir [40] pour le cas dim(Z ) = 1) d’envisager la version plus faible de
la conjecture d’André-Oort que voici.

Conjecture 6. Soit Z une sous-variété irréductible de V (C) qui contient un ensemble de
points CM, dense pour la topologie de Zariski, et dont les variétés abéliennes correspon-
dantes sont dans la même classe d’isogénie. Alors Z est une sous-variété de V (C) de type
Hodge.

L’utilité de cette conjecture vient de la Proposition 5.2 que l’on peut réécrire comme.

Proposition 5.3. Soient A et B deux variétés abéliennes définies sur Q̄ et notons par VA

le Q̄-espace vectoriel de C engendré par toutes les périodes
∫
γ

ω de A avec γ ∈ H1(A, Z)
et ω ∈ H 0(A, �Q̄) et également pour B. Alors VA ∩ VB �= {0} si et seulement s’il existe des
sous-variétés abéliennes simples A′ de A et B ′ de B avec A′ isogène à B ′.

Une application aux valeurs spéciales des fonctions hypergéométriques classiques en
une variable (fonctions hypergéométriques de Gauss) a été développée dans une série
d’articles [40, 43, 75] dont [43] démontre la Conjecture 6 dans le cas dim(Z ) = 1. La
fonction hypergéométrique de Gauss est la fonction F(a, b, c, x) holomorphe multi-valente
sur P1(C)\{0, 1, ∞} qui est la solution de l’équation différentielle d’ordre 2

x(x − 1)F ′′ + ((a + b + 1)x − c)F ′ + abF = 0 (5.1)
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dont la valeur à x = 0 est égale à 1. Pour a, b, c ∈ Q, avec −c /∈ N, Siegel [65] posait la
question de la taille et de la nature de l’ensemble exceptionnel E(a, b, c) des x ∈ Q̄ avec
F(a, b, c, x) ∈ Q̄. Supposons pour simplifier que le groupe de monodromie �(a, b, c) de
(5.1) est infini et d’action discontinue sur le demi-plan supérieur. Dans [69] la liste finie
des triplets (a, b, c) avec �(a, b, c) arithmétique est calculée. Il y en a une infinité de cas
non-arithmétiques. Par les arguments de [39, 75] et [40], qui passent par la Proposition 5.3,
l’ensemble exceptionnel E(a, b, c) correspond à un ensemble de points CM dans la même
classe d’isogénie sur une courbe Z (a, b, c) dans une variété de Siegel V (a, b, c). La courbe
Z (a, b, c) est de type Hodge si et seulement si �(a, b, c) est arithmétique. Donc par le
résultat de [43], l’ensemble exceptionnel E(a, b, c) sera infini dans le cas arithmétique et
fini dans le cas nonarithmétique. Par exemple, l’ensemble exceptionnel de F( 11

12 , 11
12 , 4

3 , x)
est infini et celui de F( 17

20 , 17
20 , 27

20 , x) est fini.
Le lien entre ce problème posé par Siegel et Wolfart et la Conjecture 6 était proposé

pour la premiére fois par Cohen et Wüstholz dans [40]. Il serait très intéressant de traiter
par ces méthodes la nature de l’ensemble exceptionnel de valeurs algébriques aux points
algébriques d’autres exemples de fonctions spéciales classiques d’une variable.

Remarquons que tous les résultats mentionnés jusqu’alors dépendent de façon essentielle
de résultats d’indépendance linéaire entre périodes abéliennes. Un fameux problème tou-
jours ouvert et posé pour la première fois par Th. Schneider est de redémontrer son résultat
sur la transcendance des valeurs de la fonction j(τ ) en utilisant seulement ses propriétés
intrinsèques. On peut formuler un problème analogue pour la généralisation en dimension
supérieure de la fonction modulaire du Théorème 5.1. Les groupes algébriques sont bien
adaptés aux méthodes de la transcendance en particulier à cause du fait qu’à partir d’un
point algébrique on peut en fabriquer beaucoup d’autres en utilisant les opérations de com-
position. De plus, il existe une notion naturelle de complexité arithmétique via la notion de
hauteur. Nous manquons à l’heure actuelle des outils analogues pour l’étude des espaces
de modules de familles de groupes algébriques.

En 1995 un groupe de mathématiciens de l’Université de St Étienne (Barré-Siriex, Diaz,
Gramain, Philibert) a réussi à démontrer un autre type de résultat de transcendance pour la
fonction modulaire elliptique en utilisant seulement des propriétés intrinsèques de la fonc-
tion. Ils ont démontré une conjecture de Mahler-Manin sous la forme du résultat suivant [12].

Théorème 5.4. Soit J = J (q) la fonction modulaire vue comme une fonction d’un nombre
complexe ou p-adique q avec 0 < |q| < 1. Alors J (q) est transcendant lorsque q est
algébrique.

Inspiré par ces travaux, Nesterenko [52, 53] a obtenu le résultat spectaculaire suivant
d’indépendance algébrique.

Théorème 5.5. Soit q un nombre complexe ou p-adique avec 0 < |q| < 1. Alors, trois
au moins des quatres nombres

q, P(q), Q(q), R(q)

sont algébriquement indépendants.
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Les fonctions P, Q, R sont les séries d’Eisenstein normalisées de poids 2, 4, et 6. Au cas
complexe, on peut reformuler ce résultat en termes de périodes de fonctions de Weierstrass.

Corollaire. Soient g2 et g3 deux nombres complexes avec g3
2 �= 27g2

3 . Notons par ω1, ω2

des générateurs du réseau aux invariantes g2 et g3 et η1, η2 les quasi-périodes correspon-
dantes. Alors le degré de transcendance sur Q du corps

Q(g2, g3, ω1/π, η1/π, e2iπω1/ω2 )

est au moins 3.

Ce résultat implique l’indépendance algébrique des trois nombres.

π, eπ , �

(
1

4

)
.

Tout comme pour les problèmes au début de ce numéro, on aimerait généraliser ces
énoncés en dimension supérieure: par exemple aux fonctions modulaires de Hilbert (travaux
en cours de Daniel Bertrand).
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